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PROLOGO

Las matemdticas son una de las
disciplinas mds fundamentales
en el desarrollo del
conocimiento humano. Desde
la antigbedad, han sido

utilizadas para resolver
problemas prdcticos y tedricos,
sirviendo Como lenguaje

universal en ciencias, ingenieria,
economia y muchas otfras dreas.
Este curso de Fundamentos de
Matemdticas y Cdlculo tiene
como objetivo proporcionar a
los estudiantes una base sdlida
en conceptos matemdticos
esenciales, asi como las
herramientas necesarias para
abordar problemas complejos
mediante el cdlculo.

El estudio de los fundamentos
matemdticos abarca temas
como la aritmética, dlgebra,
geometria y teoria de conjuntos,
estableciendo un marco que
permite el entendimiento

de disenos en la industria de la
moda dependen de estas dos
disciplinas fundamentales de
estructuras mdas avanzadas. Por
otro lado, el cdiculo, tanto
diferencial como  integral,
permite el andlisis de cambios y
dreas bajo curvas, habilidades
clave en diversas aplicaciones.

A lo largo de este curso, se
fomentard el pensamiento
critico y la resoluciéon de
problemas, preparando a los
estudiantes no solo para el éxito
académico, sino también para
su futura trayectoria profesional.
Con una metodologia que
combina teoria con ejercicios
prdacticos, se espera que los
participantes desarrollen una
apreciacion mds profunda por
la belleza y la utilidad de las
matematicas en el mundo que
les rodea.
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GUIA DE ESTUDIO

UNIDAD UNO
FUNDAMENTOS DE ALGEBRA

En esta guia, se Identifican las leyes
aplicadas para resolucién  de
ejercicios de Potfenciacion vy
Radicacién. Se realiza ejercicios
matematicos aplicando
operaciones bdsicas como suma,
resta, multiplicacion, division. Se
reconoce los distintfos casos de
Factoreo para aplicar en la
resoluciéon de ejercicios
matemdaticos, finalmente, se
resuelven ecuaciones de dos
Variables aplicando los métodos de
sustitucion, reduccion, igualacion,
Cramer, grdfico

i
2°=3
1 t

Base Potencia

1.1. Lleyes de potenciacion y
radicacion

Es una regla que describe la forma
en que una cantidad depende de la
oftra. Las funciones son una
herramienta matemadtica
fundamental que permite relacionar
un conjunto de nUmeros con oftro
conjunto de nUmeros.

POTENCIACION: Es una expresion
matemdadtica que incluye dos
términos denominados: Base a vy
exponente n.

=A.A.Aeoe e e e e . @ (M VECES)
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Ejemplo:
52 = 5x5
3% = 3x3 x3x3x3x3

Ejemplo:

Al observar la figura te dards cuenta cémo
representar las potencias de forma sencillg,

LAS POTENCIAS

.m&.ﬁlﬁ

Propiedades de la potenciacion:
Propiedad 1. Potencia de Exponente 0.

Toda potencia de exponente cero y base
distinta de cero esigual uno (1). Entonces:

=1 v a#0

Propiedad 4. Division de Potencias de Igual
Base

Para dividir potencias de igual base, se
escribe la misma base y se restan los
exponentes

T
1 — ﬂ_‘.m_ﬂ
an
Ejemplo:

54 15%= 5+2=52=55=25

Propiedad 5. Potencia de una potencia

GUIA DE ESTUDIO % : .
sélo debes identificar la base y exponente,
veamos cada uno de los cubos:

Cubo n°l: 1

Cubo n°2: 23=2.2.2=8

Cubo n°3: 33=3.3.3=27

s Como calculariamos el cubo n°42
Propiedad 2. Potencia de Exponente 1

Cualquier cantidad elevada al exponente 1
esigual a ella misma.

al =a

Propiedad 3. Multiplicacion de potencias de
igual base

El producto de dos o mds potencias de igual
base «ay, se conserva la base y se suman los
exponentes.

ax g™ = g"tm

93 . 92 — 93+2 — 95

Para calcular la potencia de una potencia se
escribe la misma base “a” y se multiplican los
exponentes.

[:H.m)ﬂ — a.m-n
Ejemplo:
(53)2= 54

Propiedad é. Potencia de un producto

Si tenemos una potencia donde en la base
hay un producto de 2 canfidades, el
exponente n se reparte para cada una de las
bases.

(a-b)" =a"-b"
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(5.4 P= 5243

Propiedad 7. Potencia de un cociente

La potencia de un cociente es igual al
numerador y denominador elevado al
exponente de dicha potencia, es decir:

) =5
Ejemplos:

(3/5)2 = 32/52
Propiedad 8. Potencia de exponente negativo

Una potencia que tenga exponente negativo se
cambia de lugar, es decir al denominador de este
modo su exponente automaticamente cambiara a
ser positivo.

a'l=1/a

n_ ~
a = o

Propiedad 9. Si tenemos una fraccidncon 1 en

el numerador y en numerador la base con

exponente negativo esto es igual al

denominador con exponente positivo.

Ejemplos:

Propiedad 10. Si tenemos una fraccion
elevada a un exponente negativo es igual a
la fraccidn invertida con el exponente
positivo.

a -n — b +n
(E) = (5)

Propiedad 11. Base positiva con exponente
par o impar el resultado es positivo

5% = 5x5x5x5 = 625
43 = 4x4x4 = 64

Propiedad 12. Si tenemos una base — elevado
a un exponente par el resulfado es positivo.

(=7 = (=7)(=7) =49

Propiedad 13. Si tenemos una cantidad
negativa elevada a un exponente impar da
resultado una cantidad negativa.

(=6)% = (=6)(=6)(-6) = —216
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GUIA DE ESTUDIO

EJERCICIOS RESUELTOS

.| Aplicar la propiedad que corresponde
23_22:

Solucion:

22.28=25=32222=32

Para efectuar multiplicacion de potencias
de igual base, se escribe la misma base y
sg suman los exponentes.

Aplicar la propiedad que corresponde

38132=

Solucion:

3932= 352 =33=3.3.3 =27

Division de potencia de igual base, se
escribe la misma base y se restan los
exponentes.

.| Aplicar la propiedad que corresponde

5u=

Solucion:

5=1

Exponente 0, todo nimero elevado a la
cero(0) es igual a 1

' Aplicar la propiedad que corresponde
(2.4)=

Solucion:

(24)p=2% 4

En la potencia de un producto, se elevan
ambos factores al exponente dado.

Aplicar la propiedad que corresponde

(T/8)= T2/82

Solucion:

(TI8)2= T2/8?

Potencia de un cociente se elevan
Mumerador y denominador al exponente
dado.

Aplicar la propiedad que corresponde

52=

Solucion:
52=1152=115.5=11 25

La potencia con exponente negativo, se
cambia al demominador con exponente
Positivo.

.| Aplicar Ta propiedad que corresponde

323234=

Solucion:
3%.32.34=39
Multiplicacion de potencia de igual base

.| Aplica Ta propiedad que corresponde
80%=

Solucion:

80°=1

Todo nimeroele vadoa lacero(0) es
igual a 1.

Aplica Ta propiedad que corresponde
45142=

Solucion:

4942=4>2=43

Division de potencia de igual base se
escribe la misma base y se restan los
exponentes

RADICACION

Es una operacion matemdtica inversa a la
potenciacién, cuyo objetivo es encontrar una
expresion llamada raiz, cuando se conocen
otras dos llamadas radicando e indice.

SIGNO DE LA RAIZ: Se llama radical: v
TERMINOS DE UNA RAIZ:

Radicando: Es el nUmero al que se le quiere
hallar la raiz. Se coloca debajo del radical.

Raiz: Es el resultado de la operacion.

indice: Es el nUmero al que hay que elevar la
raiz para que nos dé el radicando.

El indice 2 no se expresa.

Pagina | 3




indice

./ Radicando |Raiz

Leyes de exponentes de Radicacion.

Raiz de una Potencia: Para extraer la raiz de
una Potencia se escribe la misma base y el
exponente es la division del exponente de la
base entre el indice del radical.

et M
Q/Qn] - (} N =Y{

Vx7 =x7/5

Potencia de una raiz: Es igual a la raiz de
potencia de potencia.

(Vamy= Vam

(Va3)%= VaT3

Raiz de un Producto: Se lo realiza extrayendo
la raiz a cada factor.

Nab= Va Vb

=q12/3p27/3

:a4-b9

GUIA DE ESTUDIO W
Raiz de un Cociente: Se realiza extrayendo la
raiz tanto del numerador como del

denominador
n\/a Va
b~ Wb

3
3|qlz 3/qi2
b27 - 3/b27
al?/3
~ p27/3
“b°

Exponente Fraccionario: Toda cantidad
elevada a un exponente fraccionario es igual
a una raiz cuyo indice es igual al
denominador y cuya cantidad subradical
elevada a un exponente es igual al
numerador.

m
an="a™

5

az=Ya5

Intfroduccion de un factor a un Radical: Se
multiplica el exponente del factor por el
indice del subradical y esta cantidad afecta
al radical.

a™Vb

YVamp
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1.2. Expresiones algebraicas

Es determinar el valor que se obtiene al
sustituir la variable de la ecuacion por un valor
numeérico o expresion algebraica. Ejemplo:

De acuerdo a como se observa en los
siguientes problemas desarrollados evaluar la
funcion en los valores.

Es la rama de las matematicas en la cual se
estudia una cantidad del modo mds general
posible considerando los signos utilizados en el
algebra

e Signos de operacion: En este grupo
estdn incluidos los signos de las
operaciones bdsicas como: la suma
(+), resta (), divisidn (/), multiplicacion
(*), potenciacion (a?) y radicacion
(Va):

e Signos de relacion: En este grupo estdan
incluidos los signos que ayudan a
comparar dos cantidades entre si
como: mayor que (>), menor que (<) y
eligual (=)

e Signos de agrupacion. En este grupo
estdn incluidos los signos que ayudan a
identificar las  separaciones de
expresiones algebraicas como: los
paréntesis ( ), los corchetes [ ] y las
llaves {}.

GUIA DE ESTUDIO W

e Una expresion algebraica es una

combinacion de numeros vy letras

relacionados mediante operaciones

aritméticas.  Adicion,  sustraccion,

multiplicacion, division y potenciacion.

e Una expresion algebraica estd

compuesta por: Términos, exponente,
coeficiente, signo y parte literal.

e PXpONENTE

TaxT—

signo T

coeficiente

arte lizeral

CLASIFICACION EXPRESION ALGEBRAICA

e Monomio: Un monomio s una
expresion algebraica en la que las
Unicas operaciones que aparecen
enfre las variables son el producto y la
potencia de exponente natural.

e Binomio: Un binomio es una expresion
algebraica formada por dos
MOoNOMIOS.

e Trinomio: Un trinomio es una expresion
algebraica formada por tres monomios

e Polinomio: Un polinomio es una
expresion algebraica formada por mds
de un monomio.
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Grado absoluto de un término: Se denomina
grado absoluto de un término algebraico a la
suma de los exponentes de sus factores
literales. Ejemplos

3x3, Este término es de grado tres.

-5x2y8, Este término es de grado 5, porque la
suma de los exponentes de sus factores

literaleses2+3 =5

Grado relativo: Estd dado por el exponente
de la variable considerada (con relacién a
una letra). Ejemplos

o 5x2y3: Es de 290 grado conrespecto ala

variable x
o 5x2y3: Es de 3¢ grado con respecto ala
variable y
EJERCICIOS CON OPERACIONES
ALGEBRAICAS

SUMA

Es la operacion matemdatica que tiene como
objetivo reunir dos o mds monomios en una
sola expresion. Ejemplo.

Sumar los siguientes monomios: 3aZb; 4ab?
7ab?, 6b3 a%

Como podemos observar en los monomios
planteados en primera instancia se debe
colocar los términos que sean semejantes

J

\f’,/ \,.13”
:Z)’ \ W
) N2, o8
‘ SN e
GUIA DE ESTUDIO . Y e
entre si uno a confinuacidén de ofro
obteniendo lo siguiente.

(3a2b + a?b) + (4ab?+ 7ab?) + 6b3

Cuando fengamos identificado los términos
semejantes procedemos a operar
independientemente cada expresion, nétese
que el termino 6éb3 no fiene ningun termino
semejante por lo cual ese término iria al final
de la expresion.

El resultado final seria.

4a%b + 1lab? + 6b3

RESTA

Es la operaciéon matemdtica que tiene como
objetivo disminuir solamente dos expresiones
algebraicas en uno solo. Ejemplo.

Restar de 4x -3y + z, resta 2x + 5z - 6

(4x -3y +z) — (2x + 52 - 6)

Como podemos observar en el ejemplo es
una resta en los cuales solo tenemos dos
términos semejantes en el minuendo vy
sustraendo, para el cual se procede a colocar
los términos semejantes uno bajo el ofro y los
términos que no sean semejantes desplazarlos
un espacio a la derecha.

4x - 3y + z

~

El signo menos aplica para cada término de
sustraendo una aplicacion de la ley de los
signos y de esa manera poder obtener el

+5z -6

resultado final de la operacién. Obteniendo lo
siguiente.

4x - 3y + z
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-2X

2x - 3y -4z

MULTIPLICACION

Esta operacién matemdatica tiene por objeto
dado 2 cantidades llamadas multiplicando y
multiplicador hallar una tercera cantidad
llamada producto total.

En esta operacion matemdatica el orden de los

factores no altera el producto.
AxB=BxA Ley conmutativa

Debemos considerar la ley de los signos al

momento de realizar operaciones
matemdticas.
+ . + = +
MULTIPLICACION - - = = +
+ . = = .
- . = -

Ejemplo: Multiplicacién de dos monomios

Multiplicar 3x2y2 por xm-1ym+2

(3x2y?) * (xm-Tym+2)

Iniciamos multiplicando los coeficientes, en el
caso del multiplicador el coeficiente es 1
obteniendo lo siguiente:

(3%@

Y agrupamos los términos de la parte literal
que se tengan en comun, no olvides que en
la multiplicacion se conserva la base y se
suma los exponentes. Obteniendo o
siguiente.

GUIA DE ESTUDIO

-5z +6

+6
3 [(x2xm1) (y2ym*?)]
3 [(xzxm-i) (yzrm=*2)]
3[(xm=1) (ym+4)]
3xmrlymes

Ejiemplo: Multiplicacién de un monomio por
un polinomio.
Multiplicar: 3x2—6éx+ 7 por 40x2

En este caso el monomio se multiplica por
cada elemento del polinomio, considere
aplicar la ley de los signos para cada caso.

),

(4ax2* 3x2) - (4ax2* 6x) + (4ax2*7)

12ax4—24ax3 + 28ax?

DIVISION

Esta operaciéon matemdatica tiene por objeto
dado 2 cantidades llamadas dividendo vy
divisor hallar una tercera cantidad llamado
cociente.

+
+
[
+

DIVISION

+

/
/- =+
7
7
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Se debe considerar de igual forma los signos
que se tengan tanto en el numerador vy
denominador.

La ley de exponentes: esta ley es muy
empleada al momento de dividir monomios o
polinomios y al igual que la multiplicaciéon se
conserva la base, pero en este caso se restan
los exponentes.

Ejemplo: Multfiplicacién de dos monomios

Dividir 30x%y4 para 3 x4ys3

30x5y*
3x4—y3

Empezamos dividiendo los coeficientes del
numerador y denominador respectivamente.
Obteniendo lo siguiente.

x5y4

xty3

Luego llevamos los exponentes del
denominador al numerador considerando
qgue en la divisibn se conserva la base y se
restan los exponentes para cada parte literal.

]O X5-4 y4—3
Y realizamos la resta obteniendo el siguiente
cociente.

10xy

Ejemplo: Dividir un monomio para un
polinomio.

Multiplicar 3a8 - 6a%b + 9ab?2 para  3a

3a® — 6a®b + 9ab?
3a

En este caso separamos el denominador vy lo
dividimos para cada término del numerador.

GUIA DE ESTUDIO W
3a3 6a%b + 9ab?

3a 3a 3a
(a®* 1 - (2a*71b) + (3a'1b?)
a-2ab + 3b?
1.3. Productos notables

Tanto en la multiplicacién algebraica como
en la aritmética se sigue un algoritmo cuyos
pasos conducen al resultado. Sin embargo,
existen productos algebraicos que responden
a una regla cuya aplicacién simplifica la
obtencidon del resultado. Estos productos
reciben el nombre de productos notables.

Consideraciones previas:

Son polinomios que se obfienen de la
multiplicacion entre dos o mds polinomios que
poseen caracteristicas especiales o)
expresiones particulares, cumplen ciertas
reglas fijas; es decir, el su resultado puede ser
escrito por simple inspeccion sin necesidad de
efectuar la multiplicacion.

e Cuadrado de una suma de dos
términos o cantidades.
(a+b)>=a?+2ab+b?

e Cuadrado de una diferencia de dos
términos o cantidades.
(a-b)>=a?-2ab +b?

e Producto de una suma de dos términos
por su diferencia.
(@+b)(a-b) =a?- b?

e Producto de dos binomios que fienen
un término en comun.
(@+m)(@+n) =a2+(m+

n)a+ mn
e Producto de dos binomios de la forma.
(ax + c) (bx +d)
(ax + ¢) (bx + d) = abx? + (ad + bc)x + cd

e Cubo de un binomio.
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(a+Db)®=a+3a% + 3ab? + b
(a-b)®=ad-3a%h + 3ab?- b?

Teoria de productos notables

Cuadrado de una suma de dos términos o
cantidades.

El desarrollo del cuadrado del binomio a + b
se puede obtener de dos formas diferentes.

1. Multiplicando término a término:

Separamos en dos términos semejantes el
binomio

(a+b)y’=(a+b)(@a+b)

Mulfiplicamos término a ftérmino cada
elemento del binomio.

(a+b) (a+b)=a2+ab + ab + b2

Sumando términos semejantes obtendriamos:

(a +b)2=aqa?+ 2ab + b?

Con Ila nomenclatura del desarrollo

directamente.

La forma de expresar un binomio cuadrado es
la siguiente “El primer término elevado al
cuadrado mds el doble producto del primer
término por el segundo término y mas el
segundo término elevado al cuadrado”

(a+b)?=a?+2ab +b?
Cuadrado de una diferencia de dos términos
o cantidades.

1. Multiplicando término a término:

Separamos en dos términos semejantes el
binomio

(@a-b)?=(a-b)(a-b)

v "
\'""4 \ =y
%ﬁ
%, o/
o A
Op recn0”~
| T

hyv—

GUIA DE ESTUDIO %
Multiplicamos término a término cada
elemento del binomio.

(a-b) (a-b)=a?2-ab-ab + b2

Sumando términos semejantes obtendriamos:
(a +b)2=aqa?-2ab + b2

2. Con la nomenclatura del desarrollo

directamente.

La forma de expresar un binomio cuadrado es
la siguiente “El primer término elevado al
cuadrado menos el doble producto del
primer término por el segundo término y mas
el segundo término elevado al cuadrado”™

(a-b)?>=a?-2ab + b?
Producto de una suma de dos términos por su
diferencia.

A este producto también se los conoce como
dos binomios conjugados ya que solo difieren
en su signo un término del otro.

Esto implica que la suma de dos binomios
(a+Db)
Multiplicado por su diferencia (a - b)
Es igual a la diferencia de sus cuadrados
a? - b2
(a+b) (a-b) =a?2- b?
Producto de dos binomios que tienen un
término en comun.

Un producto de dos polinomios que
contengan un término en comun tanto en
cantidad como en signo.

(a+m)(a+n)

Se desarrollan como una multiplicacion
termino a término normal.
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(@+m)(a+n) =a’+am+an+ mn

Consecuencia del producto obtenido
debemos agrupar los términos semejantes, en
este y todos los casos solo se agrupan los
términos de la entidad comun en este caso los
términos que contengan la variable a.

(@+m)(a+n) =a2+a(m+n)+ mn

Producto de dos binomios de la forma. (ax +
c) (bx + d)

Como podemos apreciar este tipo de
producto notable es de la misma forma que
el producto anterior, con la Unica diferencia
es que pueden tener diferentes cantidades,
pero si mantener el mismo signo.

Se desarrollan como una multiplicacion

termino a término normal.

(ax + c) (bx +d) =axbx + axd + cbx + cd

Consecuencia del producto obtenido
debemos agrupar los términos semejantes, en
este y todos los casos solo se agrupan los
términos de la entidad comun en este caso los
términos que contengan la variable a.

(ax +¢) (bx + d) = abx? + (ad + bc)x +
cd

Cubo de un Binomio.

El desarrollo del cubo de un binomio (a + b) se
puede obtener de dos formas diferentes.

1. Multiplicando el binomio por el cuadrado
del mismo:

Separamos en dos términos semejantes el
binomio.

(a+b)*=(a+b)(a+b)

GUIA DEESTUDIO W
Resolvemos el cuadrado del binomio.
(a+b) (a+b)2=(a+b)(a?+2ab +
b?)

Multiplicamos término a término cada uno de
los elementos:

(a + b)é =aa? + 2aab + ab? + ba?

+2abb + b b?

Agrupando términos semejantes.
(a + b)é = aa? + (2a2b+ ba?)+ (ab?
+2ab?) + bb?

Obteniendo lo siguiente

(a + b)d =ad+ 3a2b + 3ab? + b’

2. Con la nomenclatura del desarrollo
directamente.

La forma de expresar un binomio cuadrado es
la siguiente “El primer término elevado al cubo
mds el triple producto del primer término
elevado al cuadrado por el segundo término,
mas el triple producto del primer término por
el segundo término elevado al cuadrado vy
mdas el segundo término elevado al cubo”™

(a+b)d=a3+3a%b + 3ab? + b3

Cubo de un Binomio.

El desarrollo del cubo de un binomio (a - b) se
puede obtener de dos formas diferentes.

1. Multiplicando el binomio por el cuadrado
del mismo:

Separamos en dos términos semejantes el
binomio

(a-b)*=(a-b)(a-b)

Resolvemos el cuadrado del binomio.

(a-b) (a-b)2=(a-b)(a?-2ab + b?)
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Multiplicamos término a término cada uno de
los elementos:

(a + b)3 =aa? - 2aab + ab? - ba? +2abb - bb2

Agrupando términos semejantes.
(a + b)d =aa?- (2a%b + ba?) + (ab?
+2ab?) - bb?

Obteniendo lo siguiente

(a + b)3=ad- 3a?b + 3ab? - b?

2. Con Ila nomenclatura del desarrollo
directamente.

La forma de expresar un binomio cuadrado es
la siguiente “El primer término elevado al cubo
menor el triple producto del primer término
elevado al cuadrado por el segundo término,
mas el triple producto del primer término por
el segundo término elevado al cuadrado y
menos el segundo término elevado al cubo”

(a + b)é =ad - 3a2b + 3ab?
- b3

Cubo de un Trinomio.

El desarrollo del cubo de un trinomio (a + b +
c) se obtiene multiplicando este trinomio por
su cuadrado.

Multiplicando el binomio por el cuadrado del
mismo:

(@+b+c)l¥=(@a+b+c)(@a+b+c)

Resolvemos el cuadrado del frinomio.
(a+b+c)*(a+b+c)i=(a+b +

c)(a?+ b2+ c2+ 2ab + 2ac + 2bc)

GUIA DE ESTUDIO i
Multiplicamos término a término cada uno de
los elementos:

(a+b+c)(a?2+ b2+ c2+ 2ab + 2ac +
2bc) = a3 + ab? + ac? + 2a?b + 2a?c + 2abc +
azb + b3 +bc?+2ab? + 2abc + 2b2c + a%c +

b2c + c3 + 2abc + 2ac? + 2bc?

Agrupando términos semejantes.
(a+b+c)i=ad +b3+c3+3a’b+3ab?+

3a?c + 3ac? + 3b2c + 3bc? + 6abc

A continuacion, estudiaremos los casos mads
utilizados de factorizacién y un breve
significado del tema.

Descomposicion de factores

Factorizacion. - Expresar nUmero o una
expresidon algebraica como producto de
factores primos que, al multiplicarlos, dan
como resultado dicho nuUmero o expresion.

Caso 1: Factor comun.
Caracteristica y cuando aplicarlo.

e Se aplica en binomios, frinomios y
polinomios de cuatro términos o mads.
No aplica para monomios.

e Es el primer caso que se debe
inspeccionar cuando se frata de
factorizar un polinomio.

e El factor comiUn es aquello que se
encuentra multiplicando en cada uno
de los términos. Puede ser un nuUmero,
una letra, varias lefras, un signo
negatfivo, una expresion algebraica
(encerrada en parentesis) o)
combinaciones de todo lo anterior.

Cbémo realizar la factorizacion.

e De los coeficientes de los términos, se
extrae el MCD (M&ximo Comun Divisor)
de ellos.

e De las letras o expresiones en
paréntesis repetidas, se extrae la de
menor exponente.
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e Se escribe el factor comun, seguido de
un paréntesis donde se anota el
polinomio que queda después de que
el factor comuUn ha abandonado cada
término.

Ejemplos:

1. Se debe comenzar identificando el
elemento comuin que tfienen todos los
factores, en este caso el literal X.

X —2X2+ X2 - 2X =

Se procede a sacar una x, y bajar un grado a
cada exponente. Obteniendo lo siguiente.

X (3x3—x2+x-2)

Caso 2: Factor comiUn por agrupacion
de términos.

Caracteristica y cuando aplicarlo.

e Se aplicaen polinomios que tienen 4, 6,
8 o mds términos (siempre que el
numero sea par) y donde ya se ha
verificado que no hay factor comun
(caso 1).
Cdémo realizar la factorizacion.

e Se forman grupos de igual nUmero de
términos, buscando que exista alguna
familiaridad entre  los  términos
agrupados (es decir, que tfengan
rasgos comunes).

e La agrupaciéon se hace colocando
paréntesis.

e CUIDADO! Deben cambiarse los signos
de los términos encerrados en el
paréntesis si éste queda precedido por
signo negativo.

e Se extrae factor comun de cada grupo
formado (es decir, aplicamos el caso 1
en cada expresidn encerrada en
paréntesis).

GUIA DE ESTUDIO W
2. Se debe comenzar identificando el
elemento comuiun que tienen todos los
factores, en este caso el literal x2ya que es el
elemento que contiene cada término.

X2 —3x3+x2=

Se procede a sacar una x, y bajar un grado a
cada exponente. Obteniendo lo siguiente.

X2 (x3-3x+1)

Oftros ejemplos

Smx + 18x%y — 258x7 = 2x(4m +9xy—129x°y)
=1 1mx*@x*+1 1 m—8m®x)

=13a(v - 12+ 10x)

44mx® + 121 m%* —28m%°

13av - 156a+ 130ax

e Por Ultimo, se extrae factor comun de
toda la expresion (es decir,
nuevamente se aplica el caso 1; en
esta ocasion, el factor comun es una
expresion encerrada en
paréntesis)

Ejiemplos:
Factorizar el siguiente polinomio:
px + mx + py+ my
Notese que no existe factor comun en este

polinomio de cuatro términos. Enfonces,
formamos grupos de dos términos:

= (px + mx) + (py + my)

Extraemos factor comun de cada grupo
formado:

=X(p+m)+y(p+m)

Por Ultimo, extraemos factor comUn de toda
la expresion:

=(P+mj(x+y)

Ejemplo:

15d2 - 21cd? + 30dc - 24cc
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Iniciamos sacando un factor numérico comun
entre los elementos de los términos
planteados, en este caso el numero 3

= 3(5d%2 - 7cd + 10dc - 14cc)

Agrupamos enfre términos que tengan mas
literales en comun

=3[(5d? - 7cd)+ (10dc - 14cc)]

Volvemos a sacar un factor comdn enftre los
términos agrupados.

=3[d(5d - 7c)+ 2c(5dc - 7cc)]

Obteniendo la siguiente respuesta.

=3[(5d - 7¢)(d + 2c)]

Caso 3: Diferencia de cuadrados perfectos.
Caracteristica y cuando aplicarlo.

e Se aplica solamente en binomios,
donde el primer término es positivo y el
segundo término es negativo.

e Se reconoce porgue los coeficientes
de los términos son numeros cuadrados
perfectos (es decir nUmeros que tienen
raiz cuadrada exacta, como 1, 4, 9, 16,
25, 36, 49, 64,81, 100, 121, 144, 169, 196,
225, 256, 289, 324, 361, 400, etfc.) y los
exponentes de las letras son
cantidades pares (2, 4, 6, 8n, 10m, 16b,
etc.).

Como realizar la factorizacion.

e Se exirae la raiz cuadrada de cada
término: Al coeficiente se le extrae la
raiz cuadrada normalmente  (por

ejemplo: V81 =9) y I a
las  lefras, su Vo= 34
exponente se

divide entre 2 (por ejemplo: VxAé = xA3;
VMA8 = mA4; NpA2 = p). Esto Ultimo se
fundamenta en la propiedad de la
radicacion:

GUIA DE ESTUDIO W

e Se abren dos grupos de paréntesis
(conectados entre si por
multiplicacion).

e Las raices cuadradas que @ se
obtuvieron de cada término se anotan
dentro de cada paréntesis: en el
primero van sumando y en el segundo
van restando (es decir, se obtiene el
producto notable llamado SUMA POR
DIFERENCIA).

Ejemplo:

81-x2= (9+x)(9-x)

y*—-64=(y?+8)(y*-8)
16a%-cb= (4a? +c3)(4a%-c3)

49x% — ;—g = (722 + ;) (722 - ;)

Caso 4: Trinomio cuadrado perfecto. (TCP)

Caracteristica y cuando aplicarlo.

e El frinomio debe estar organizado en
forma ascendente o descendente
(cualquiera de las dos).

e Tanto el primero como el tercer término
deben ser positivos. Asimismo, esos dos
términos deben ser cuadrados
perfectos (es decir, deben tener raiz
cuadrada exacta). En otras palabras,
el primero y el tercer término deben
reunir las caracteristicas de los términos
que conforman una Diferencia de
Cuadrados Perfectos (Caso 3).

Como realizar la factorizacion.

e Primero debemos verificar que se frata
de un Trinomio Cuadrado Perfecto
(TCP). Para ello extraemos la raiz
cuadrada tanto del primer como del
tercer término.

e Realizamos el doble producto de las
raices obtenidas y comparamos con el
segundo término (sin fijarnos en el signo
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de éste). Si efectivamente nos da,
entonces tenemos un TCP.

La factorizacion de un TCP es un
binomio al cuadrado, que se construye
anotando las raices cuadradas del
primer y tercer término, y entre ellas el
signo del segundo término.

Ejemplo:

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

S
d

14x+49 = ( x + 7 )

x
1 1 Se descompone
RAICES

7 en un binomio al cuadrado
X

2

+
x* -20x+100 = ( x - 10 )

] 1 Se descompone

RAICES 10 en un binomio al cuadrado

Caso 5: Trinomio de la forma x2" + bx + ¢

Caracteristica y cuando aplicarlo.

El frinomio debe estar organizado en
forma descendente.

El coeficiente del primer término debe
seruno (1).

El grado (exponente) del primer
término debe ser el doble del grado
(exponente) del segundo término.

Coémo realizar la factorizacion.

Se abren dos grupos de paréntesis.

Se le extrae la raiz cuadrada al primer
término y se anota al comienzo de
cada paréntesis.

Se definen los signos: el signo del primer
paréntesis se obtiene al multiplicar los
signos del primer y segundo término; el
signo del segundo paréntesis se
obtfiene al multiplicar los signos del
segundo y tercer término.

Buscamos dos cantidades que
multiplicadas den como resultado el
término independiente (es decir c), y
que sumadas den como resultado el
coeficiente del segundo término (es
decirb).

GUIA DE ESTUDIO W
Se anotan las cantidades que
satisfacen las condiciones anteriores
en los espacios en blanco de cada
paréntesis, en sus lugares respectivos.

Ejemplo:
m2-13m+30= (m-10)(m-3)
y2+9y+20= (y +5)(y + 4)
x2-2x-15= (x=5)(x +3)

Caso 6: Trinomio de la forma ax2 + bx + ¢

Caracteristica y cuando aplicarlo.

El frinomio debe estar organizado en
forma descendente.

El coeficiente principal (es decir, del
primer término) debe ser positivo y
diferente de uno (a#1).

El grado (exponente) del primer
término debe ser el doble del grado
(exponente) del segundo término.

Coémo realizar la factorizacion.

Debemos multiplicary dividir el frinomio
por el coeficiente principal, es decir, a.
En el numerador efectuamos Ila
propiedad distributiva teniendo
presente que en el segundo término el
producto no se realiza, sino que se deja
expresado: la cantidad que entra y la
variable quedan agrupadas dentfro de
un paréntesis y el coeficiente original
queda por fuera.

Se expresa el primer término como el
cuadrado de lo que quedd en
paréntesis en el segundo término.
Aplicamos caso 5 (Trinomio  de la
forma xA2+bx +c) en el numerador.
Aplicamos caso 1 (Factor comun) en
los paréntesis formados.

Finalmente, simplificamos la fraccién
(para eliminar el denominador).

Ejemplos Resueltos:
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Factorizar  3md + B+ 5

1% paso WG+ 8m+ 5 =(3m)t+ 83m) + 15
1 paso (G ¥Jdm )

3* pasn I Whm

3

4° paso CGm+ 3m+ )
3

57 paso {3t + 3W5m+ 5
3

o

Caso 7: Suma y diferencia de cubos.

Caracteristica y cuando aplicarlo.

e Se aplica solamente en binomios,
donde el primer término es positivo (el
segundo término puede ser positivo o
negativo).

e Se reconoce porgue los coeficientes
de los términos son numeros cubos
perfectos (es decir nUmeros que
tienen raiz cubica exacta, como 1, 8,
27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000,
etc.) y los exponentes de las letras son
multiplos de tfres (3, 6, 9, 12, 15p, 18c,

etc.).

GUIA DE ESTUDIO W
Se abren dos grupos de paréntesis
(conectados entre si por
multiplicacion).
En el primer paréntesis (llamado
FACTOR CORTO) se construye un
binomio con las raices cubicas que ya
se obtuvieron. En el segundo paréntesis
(lamado FACTOR LARGO) se construye
un trinomio con los términos que se
anotaron en el factor corto, en el
siguiente  orden: el primero al
cuadrado, luego el primero por el
segundo vy, por Ultimo, el segundo al
cuadrado.
Por Ultimo, definimos los signos, de la
siguiente manera: Si se trata de una
suma de cubos, en el factor corto va
signo positivo y en el factor largo van
signos intercalados iniciando con
positivo. Si tenemos una diferencia de
cubos, en el factor corto va signo
negativo y en el factor largo van signos
positivos.
Los siguientes son los modelos que
resumen lo anterior: Suma de Cubos:
Diferencia de Cubos:

(" A

(a+b)(aZ2-ab+b2)=2a3+ b3
_ 2 b + b2) = 3_ b3

K(EI b)(a2+ab +b?%)=a )

IMPORTANTE: En algunas ocasiones el
factor corto puede volverse a
factorizar (debe revisarse). El factor
largo no es necesario inspeccionarlo
ya que no permite ser factorizado.

Coémo realizar la factorizacion.

Se extrae la raiz cubica de cada
término: Al coeficiente se le extrae la
raiz cUbica normalmente (por ejemplo:
8 = 2) y a las letras, su exponente se
divide entre 3 (por ejemplo: Vx® = x2 ).
Esto se justifica por la propiedad de la
radicacion:

Ejemplo:
Factorizar: 272" — 31°
Raices 72 =3a & = 2m?

Productos

Fesultado

(3 = o (At = Gar?

(33 — 267 9a% + dab® + 4bh)

(ay? = ant
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Factorizar.

X3+ = (X +y)@ = xy +y?)
ad+8=(a+2)(a?-2a+4)

27a3 + b = (3a + b2)(9a2 - 3ab? + b#)

64a3 + 729 = (4a + 9)(16a2 - 36a + 81)
X8+ 216y° = (xy? + 6y°)(x?y* = 6xy° + 36Y°)
a’b3x3 + 1 = (abx + 1)(a%b?x? — abx + 1)

8a3 + 27b6 = (2a + 3b2)(4a? - 6ab? + 9b*)

1.4. NUmeros complejos o imaginarios

Si x2 = —1 enfonces x = ++/—1. Esta ecuacion
no tiene solucién en el conjunto de los
nUmeros reales ya que si n en un numero par
x™ > 0 para todo numero real. En esta
leccién se comenzard el estudio de nUmeros
no reales que provienen de una raiz par de un
nUmero negativo.

Definicion de NUmeros Imaginarios
V=1=i

Normalmente simplificamos numeros con
raices negativas para que sean un numero
real multiplicado pori.

Un numero imaginario tiene la forma bi donde
b es un nUmero real.

Potencias de i

Para simplificar potencias de i solamente
tenemos que recordar que:

2 =(W-1)?%= -1
(=" =1sinespar.
(D" = —1sinesimpar

Ejemplos: Expresar los siguientes sin una
potencia.

1.3 2 1° n* 1

2. i = () xi= (-1 xi=1xi=i
.23 .25 11 . 11 . .

3.0 =(7) xi=(—1) " xi= —1xi=

Operaciones con nUmeros complejos:

GUIA DE ESTUDIO W
Hay dos maneras diferentes de operar con
numeros complejos: de forma bindmico vy
forma polar.

Forma bindmica:

Esta forma de representaciéon de los nUmeros
complejos consiste fundamentalmente de
una parte real y una parte imaginaria
(compuesta por una i, que significa V-1,
formulado por Euler).

I=x+yi
Suma y diferencia:

Consiste en sumar por una parte las partes
reales, y por ofra las partes imaginarias.

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b
+ d)i
(a+bi)-(c+di)=(a-c)
+ (b - d)i

Multiplicacion y division:

La multiplicacion de los nUmeros complejos
consiste en aplicar la
propiedad distributiva del producto respecto
de la suma. Hay que tener también en cuenta
quei2=-1.

(@+bi) - (c+di) = (ac —bd) + (ad + bc)i

La divisidn de nUmeros complejos consiste en
racionalizar el denominador; multiplicando
numerador y denominador por el conjugado
de éste.

Forma polar:

Esta forma de representaciéon de los nUmeros
complejos consiste de un moddulo y un
argumento.

| = les el médulo de Z.
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Multiplicacion y division:

La multiplicacion de dos numeros complejos
consiste en el producto de sus médulos y de
la suma de sus argumentos:

ry Tp = (r-r’)mﬁ

La divisibn de numeros complejos consiste en
la division de sus mddulos y de la resta de sus
argumentos.

Paso de una forma a otra:

Para pasar de forma bindmico a polar,
debemos calcular el médulo y el argumento
de las partes real e imaginaria de la forma
bindbmica.

Primero del nUmero z=a+bi debemos sacar su
modulo (r), lo cual se hace con la siguiente

rgzag—l—bg
r=va24+b?
Para finalizar, después de conseguir su

modulo, debemos averiguar su argumento.
Esto se hace con la siguiente féormula:

formula:

tgo :%
& = arcig(%)

Eje imaginario

b

umento)

Eje real

Representacion grdfica de los procesos
realizados.

Para pasar de forma polar, solamente
necesitamos ra y un par de férmulas para
conseguir las partes real e imaginaria de la
forma bindmico.

Basta con aplicar las relaciones

trigonométricas seno y coseno.

a4 = r-Ccos{o)

b=r-sen{a)
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GUIA DE ESTUE

CUESTIONARIO UNIDAD 1
Pregunta 1: 3 Qué es una variable en dlgebra?
e a) Un nUmero constante.
e b) Unsimbolo que representa un nUmero desconocido.
e c) Una operacion matemdatica.

Pregunta 2: ;Cudl es el resultado de 3x+5x2

e Q)8
e D) 15x
e ) 3+5x

Pregunta 3: 3 Que es una ecuacion?
e a) Una expresion matemdtica que contiene una relacién de igualdad.
e b) Una lista de nUmeros.

e ) Un cdlculo sin variables.

Pregunta 4: Si 2x+3=11, scudl es el valor de x?
e Q)2
e b)4
e C)5

Pregunta 5: 3 Qué es un término en una expresion algebraica?
e a) Una operacion matematica.

e b) Una parte de la expresidon que puede incluir un nUmero, una variable
O ambos.

e ¢) Una ecuacion con varias variables.

Pregunta é: ;Cudl es la forma factorizada de x?-92
e Q) (x=3)(x+3)
s b) (x=2)(x+1)
s C) (x+3)(x+3)

Pregunta 7: ;Qué representa el coeficiente en un término?
e d) La parte constante de una ecuacion.

e b) El nUmero que multiplica a la variable.
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e ) La variable en una expresion.

Pregunta 8: 3 Como se simplifica la expresion 4a+3a-5a2

e q)2a
e b)3a
e C)O

Pregunta 9: 3 Qué es un polinomio?
e a) Una ecuacién con una sola variable.

e b) Una suma de términos que incluyen variables elevadas a potencias
enteras no negativas.

e ) Un nUmero entero.

Pregunta 10: 3Cudl es la solucion de la ecuacion x2-4=02
e Q) Xx=20x=-2
e b)x=0

e C)x=4
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SOLUCIONARIO




GUIA DE

RESPUESTAS CORRECTAS
1. b

O T QO 0@

O O

A A L T
0

(o)

10.a
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ECUACIONES




GUIA DE

UNIDAD DOS
ECUACIONES

Se profundiza en el drea de
ecuaciones de primer Grado
enteras o Fraccionarias con una
incognita. Resolver sistema  de
ecuaciones lineales por métodos
comunes, tales como: igualacion,
sustitucion, reduccion y
defterminantes. Aplicar las
propiedades que relacionan el
orden con la suma vy el producto de
numeros reales a la resolucion de
inecuaciones

2.1. Concepto de ecuacion
lineales y sistemas de
ecuaciones

Decimos que una igualdad son dos
expresiones vinculadas por el signo
igual, aqui a cada expresion se la
llama miembro, el primer miembro
corresponde a la expresidn que estd
a la izquierda del signo igual y el
segundo miembro es la expresion
gue estd ala derecha.

Ejemplo: Las siguientes igualdades
son identidades
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a =

(a+b)? = a®+ 2ab+b?
2 = 2

Resolucidn:

Para resolver una ecuacion hay que
operar miembro a miembro para
despejarla o las variables. En el caso
particular de tener una ecuacion
igualada a cero (esto implica que
uno de los miembros de la igualdad
es cero) a los valores de las variables
que satisfacen la ecuacion se los
llama RAICES de la ecuacion.

Los valores que satisfacen la
ecuaciéon se llaman raices de la
ecuacion.

Pasos:

e Para reconocer que es una
ecuacion debe estar
separada por el signo igual.

e Despejar la Variable, por lo
general colocarla al lado
derecho de la Ecuacion.

e Pasar las constantes al lado
donde que no se encuentra
la variable considerando que
sitiene el signo de suma debe
pasar al otro lado del signo
igual a restar, y si se
encuenfra un numero que
este  multiplicando a la
variable se debe pasar al otro
lado del signo igual a dividir.

Ejemplos de Ecuaciones de Primer
Grado:

2. 5x =20
_20
*=3
x =4
3. 3x=21
_21
*=3
x=7
4, 5X +3 =43
5X=43-3
5X =40
40
-5
X=8

5. 7X—-5=4X+7

7X—-4X =745
3X =12
X=4

6. 12x —20—5x=3x+ 32—
X
12x —5x —3x+x =32+ 20
5x =52

52
5

7. 2x—(5x+3)=7+(Bx—
2)

Pagina | 1




2x —5x—3=7+3x—-2
2x —5x—3—-7—-3x+4+2=0

—6x — 8 =0

X_s
T -6

X_4
-3

3 5 5 11
8. lx+32=.2
4 2 2 4

Sacamos minimo comun:

4 224] 2
2112 2

3x +5(2)  2(5x) —11

4 4
3x+10_10x—11
4 4

4(3x + 10) = 4(10x — 11)
12x + 40 = 40x — 44

—28x = -84
-84
*= 8
x =3

2.2. Métodos de resolucion de
ecuaciones en dos variables

La solucidon de un sistema de dos
ecuaciones de primer grado son los
valores de las variables que
satisfacen las ecuaciones.

GUIA DE ESTUE

Para resolver un sistema de
ecuaciones existen distintos
métodos:

e Sustitucion
e Igualacion
e Reduccidn por sumas y/o
restas
e Determinantes
e Método Grdfico
Método de Sustitucion:

Este método consiste en aislar una
incognita en una de las ecuaciones
para sustituirla en la otra ecuacion.
De este modo, se obtiene una
ecuacion con una sola incégnita.
Una vez resuelta esta ecuacion, se
sustifuye en alguna de las
ecuaciones para hallar la ofra

incognita.
Ejemplo:
{x+y=?
x—2y=1
Despejamos laxen la primera
ecuacion:
x+y=
x=7—y

Ahora, sustifuimos la  expresion
algebraica en la segunda, es decir,
escribimos 7-y donde aparece x:

x—2y=1
7T—y—2y=1

Resolvemos la ecuacion:
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7—y—2y=1
7—3y=1
3y=7-1
3y =

_6
Y=3

y=2

Como ya conocemosy, podemos
calcularx a partir de la ecuacion
que obtuvimos al despejar x:

x=7—y
x=7—2
X =

Por tanto, la solucion del sistema
esx=5; y=2

2.3. Métodos de resolucion de
ecuaciones lineales de dos
variables por reduccién e
igualacion

Método de Igualacién

Este método consiste en despejar la
misma incognita  en las  dos
ecuaciones  para igualar  las
expresiones algebraicas obtenidas.
Se obtiene, asi, una ecuacion con
una incoégnita.

Ejemplo:
{ 3x —2y=0
2x + y=7

Despejamos laxen la primera
ecuacion:

GUIA DE

3x—2y=0
3x =2y

_ 2y
*73

Despejamos laxen la segunda
ecuacion:

Zx + y=7
Zx=7—y
X = - Y
2
lgualamos las dos expresiones:

2y 77—y

3 2

Resolvemos la ecuacion obtenida:

2y 77—y
3 2
2y 7-y
6r—=fH ——
3 2
4y =307 —y)
4y =21 — 3y
7y =21
_21_3
y=—=

Como conocemosy,
calcular x (sustituyendo):

podemos

X =—

=2

3
23
*=73

Por tanto, la solucion del sistema es

{x:2
y=3

Método de Reduccidn:

Este método consiste en sumar (o
restar) las ecuaciones entre si para
eliminar una de las incognitas. A
veces, es necesario multiplicar por

Pagina | 3




algUn numero las ecuaciones para
que, al sumarlas, desaparezca una
de las incoégnitas.

Ejemplo:
{ 5x + 2y = —15
x+ 2y=9

Como las dos ecuaciones tienen el
monomio 2y, si las restamos, éste
desaparece:

5x 4+ 2y = —15
- x+ 2y=9
4x = —24

Nota: si hubiésemos querido eliminar
la incognita x, tendriamos que haber
multiplicado la segunda ecuaciéon
por 5 antes de restar las ecuaciones.

Resolvemos la ecuacion:

Calculamos la  otra incognita
sustituyendo en alguna de las
ecuaciones (la segunda, por
ejemplo):

x+ 2y =9

-6+ 2y =9

2y =15

15

Y=3

Por tanto, la solucién del sistema es

x=—6
15

JFZE

Método Grdfico:

Este método consiste en representar
las dos ecuaciones y calcular el

GUIA DE

punto de corte de las mismas. Este
punto es la solucion del sistema
porgue sus coordenadas cumplen
ambas ecuaciones.

Ejemplo:
{}'zx—l—Z
yV=6—x

Representacion de las grdaficas de
las dos ecuaciones:

10

-2

El punto de corte entre las rectas
(interseccion) es (2,4).

Como la primera coordenada es
la xy la segunda es lay, la solucidon
del sistema es

{x=2
y=4

iSi no hay punto de corte, el sistema
no tiene solucion!

Método de Determinantes o Regla
de Cramer de 2x2

Pasos:

e Se prepara la matriz de los
coeficientes y se halla el
determinante.
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e Se prepara la matriz de la
incognita 'y se halla el
determinante

e Se prepara la matriz de la
incognita 'y se halla el
determinante

e Hallamos el valor de las
incognitas

e Solucion del sistema

Vamos a solucionar el

siguiente sistema de ecuaciones
lineales 2x2:

Una matriz 2x2 no es mds que un
arreglo de elementos que posee dos
columnas y dos filas.

GUIA DE

Matriz 2x2.
Dos filas y dos columnas

[2 2]

Y un determinante de una matriz 2x2
consiste en restar el producto de las

diagonales de la matriz
a bl _
det[c d]—ad—bc

Vemos que si es la resta del producto
de las diagonales:

det:— bc
det% = ad —

Dos filas y dos columnas

Determinante:

Ejemplo:
Qx 4 E’Y —_— 20 F L it'l‘:
® - ?Y - 3 Ecuacis n?
triz de los coefi 1
X b
l l IM| = (2)(—
f=17 5| = |M|=—-4-
i _J|I l? ||.'r! = "I':]l‘|l
x = 3 7 - M.l = —40
: , M, | = (2)(3
/ = | - _ |_.' |-|
4 v = b
@ 14 2 y = 0
IM] =7 ~
M. —49 x =7
M| T =7

WAW LASMATESFACILES COM
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2.3. Métodos de resolucion de
ecuaciones en n variables

Ecuacion lineal con n incégnita: Es
cualguier expresion del tipo: alxl +
a2x2 + a3x3 + ... + anxn = b, donde
ai, b pertenecen a los numeros
reales. Los valores ai se denominan

coeficientes, b término
independiente y los valores xi
incognitas.

Al igual que el sistema con 2

ecuaciones y dos incégnitas puede
que tenga una o varias soluciones o
no tenga solucion.

Para ello se utilizardn los siguientes
métodos:

METODO DE ELIMINACION

GAUSSIANA
METODO DE GAUSS-JORDAN

METODO DE ELIMINACION

GAUSSIANA

Este algoritmo consiste en dos
procesos:

a) Eliminacion hacia adelante: Esta
fase reduce el conjunto de
ecuaciones a un sistema triangular
Superior:

Paso 1: Consiste en dividir la primera
ecuacion por el coeficiente de la
primera incoégnita aqii (coeficiente
pivote). A este procedimiento se le
conoce como normalizacion.

Paso 2: Después se multiplica la
ecuacion normalizada por el primer
coeficiente de lo segunda
ecuacion.

Paso 3: Notese que el primer termina
de la primera ecuaciéon es idéntico
al primer término de la segunda. Por

\
\2
\

lo tanto, se puede eliminar, la
primera incognita de la segunda
ecuacion restando la primera a la
segunda.

Paso 4: Repetir el paso 2 y 3 hasta
eliminar la primera incognita de
todas las ecuaciones restantes.

Estos 4 pasos se repiten tomando
como pivotes las ecuaciones
restantes hasta convertir el sistema
en una matriz triangular superior

b) Sustitucion hacia afrds:  Ya
obtenido el sistema equivalente que
es un sistema triangular superior este
es mds manejable y se puede
resolver despejando primero la Xn 'y
este valor ufilizarlo para obtener
despejando la segunda incoégnita
hasta obtener el resultado completo
del sistema.

Ejemplo:
2X1 + 4X2 + 6X3 = 18

4‘X1 + 5X2 + 6X3 == 24‘
3X1 +X2 _2X3 = 4

Lo que buscamos son 3 nUmeros,
que satisfagan a las tfres ecuaciones.
El método de solucidn serd
simplificar las ecuaciones, de tal
modo que las soluciones se puedan
identificar con  facilidad. Se
comienza dividiendo la primera
ecuacion entre 2, obteniendo:

X1+2X2+3X3 =9
4X, + 5X, + 6X5 = 24

3X, + X, —
2X3 =4
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Se simplificard el sistema s
multiplicamos por -4 ambos lados de
la primera ecuacion y sumando esta
a la segunda. Entonces:

_4X1 - 8X2 - 12X3 == _36
4X1 + 5X2 + 6X3 = 24‘
sumdndolas resulta

—3X, — 6X3 = —12

La nueva ecuacion se puede sustituir
por cualquiera de las dos. Ahora
tenemos:

X1+2X2+3X3:9

0X; —3X, — 6X3 = —12

3X1 +X2_2X3:4'

Luego, la primera se multiplica por -3
y se le suma a la tercera,
obteniendo:

X1+2X2+3X3 =9
0X, — 3X, — 6X5 = —12

0X, —5X, — 11X; = —23
Acto seguido, la segunda ecuacion
se divide entre -3.

Ahora se multiplica por 5y se le suma
a la fercera:

X1+2X2+3X3=9

0X1 +X2+2X3 =4‘

0X1+0X2+X3=3

En este momento ya tenemos el
valor de x3, ahora simplemente se
procede a hacer la sustitucidon hacia

atrds, y automdticamente se van
obteniendo los valores de las otras
incognitas. Se obtendra:

X;=3
X, =4—2X5=-2

X, =9-2X,—3X; =4

METODO DE GAUSS-JORDAN

El método de Gauss -Jordan es una
variacion de la eliminacién
gaussiana. La principal diferencia
consiste en que método de Gauss-
Jordan cuando se elimina una
incognita no solo se elimina de las
ecuaciones siguientes si no de todas
las otras ecuaciones. De esta forma
el paso de eliminacién genera una
maltriz identidad en vez de una
matriz triangular.

Ejemplo:
SISTEMAS CON SOLUCION UNICA

1) Resolver el siguiente sistema de
ecuaciones lineales mediante el
método de Gauss -Jordan

2x+3y+z=1
3x —2y—4z=-3

S5x—y—z=4

Solucion.

Escribimos la matriz aumentada del
sistema.

(23 113 -2 -4 =35
-1 —14)

Debemos llevar a dicha matriz a su
forma escalonada reducida
mediante operaciones elementales
en los renglones de la matriz, para
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esto, escribiremos la matriz y a
continuacién una flecha. Encima de
esta flecha indicaremos la(s)
operacioén(es) que estamos
efectuando para seguir el desarrollo.

Notacidon para las operaciones
elementales en renglones:

icR nuevo renglon i
de la matrizaumentada.

P |—

17R

[
[—

[ — s
LS :lkalqll—t

e

|
e
s
+
Ko
—

__E.Rl +R1
-—>

= b

[ ]
L)
—
—
—

2) Resolver el siguiente sistema de
ecuaciones.

3x+2y+4z=1

5x—y—-3z=-7

4x+3y+z=2

La matriz aumentada del sistema es:

32 115 -1

—-743

-3
12)

B
h+Rs , l0
0

s

1

0
0

[ — b

JIRR—
intercambio delrenglénicon el
renglén j.

JIRaR+ nuevo
renglon j de la matrizaumentada.

b) Desarrollo para obtener la forma
escalonada reducida.

~

13
95R3

Esgoelf=giet =
El@lqh-n

fa—
=]
[

[ -

[ B T T [OYY
(] Elu::l,_ﬂ._-

fa—y
|
]
sl

=
I«..’II'--JI«.Jl: I
s |t
[ ¥

(T ] L
(] (W]

El primer elemento del primer
renglén queremos que sea uno, una
manera de obtenerlo es dividiendo
entfre 3, sin embargo, no es el Unico
camino (ni el mejor) para obtenerlo,
en este caso obtendremos -1,
primero y después haremos cero los
demds elementos de la primera
columna, posteriormente
obtendremos 1.

b) Desarrollo.
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GUIA DE

302 4 1 -1 -1 3 -1\ 5R+Rk -1 3 -1
5 -1 -3 —7|—=ftR 15 1 3 7| 2RR -6 12 -12
4 3 1 2 4 3 1 2 -1 13 -2
—1&11_31 11_311 1 1 -3 1
T g 1 -2 2 | —ReR 1) o 2| B L0 1 -2 2
0 -1 13 -2 00 11 0 00 1 0
Be+Ry (11 01 100 -1 x=
IR+R, -Ry+R
000100 2|—2500 10 2 y=
0010 001 0 z=
Para realizar en clase:
3X +2y +z 1
5x +3y +47 2 Solucion: X=-4, Y= 6, z= 1
X +vy -z 1
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CUESTIONARIO UNIDAD 2

Pregunta 1: 3Cudl es la forma general de una ecuacion lineal en dos variables?

e Q) axz+by=c
e D) y=mx+b
e C) axt+by+c=0
Pregunta 2: ;Qué representa la pendiente m en la ecuacién y=mx+b?
e a) Laintersecciéon con el eje y.
e b) El cambio eny por cada unidad de cambio en x.
e C) El valor de x cuando y=0y = 0y=0.

Pregunta 3: 3Cudl es la solucion de la ecuacion 2x+3=11¢

e Q) x=4
e b)x=3
e C)x=5

Pregunta 4: Si una linea tiene la ecuacioén y=2x+1, gcudl es su interseccion con
el eje ye

e Q)
e b)2
e C)O

Pregunta 5: :Como se puede representar gradficamente una ecuacioéon lineal?

e a) Como una curva.
e b) Como una linea recta.

e ¢) Como un punto.

Pregunta é: ;Cudl es la pendiente de la linea que pasa por los puntos (1,2)y
(3.6)2

e Q)2
e b)3
e C)4
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Pregunta 7: ;Qué significa que dos lineas son perpendiculares?
e qa) Tienen la misma pendiente.
e b) Sus pendientes son reciprocos negativos.
e ) Son paralelos.
Pregunta 8: 3 Qué forma tiene la ecuacion 3x—2y=6 en términos de y?
e a)y=(3/2)x+3
« b)y=(3/2)x-3
e C)y=(2/3)x+2
Pregunta 9: 3Cudl es la representacion grdfica de la ecuacion x=52
e a) Unalinea horizontal.
e Db) Una linea vertical.
e ) Un punto.
Pregunta 10: Si una linea tiene una pendiente de 0, 3qué tipo de linea es?
e a) Unalinea vertical.
e b) Una linea horizontal.

e c)Noesunalinea.
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SOLUCIONARIO




RESPUESTAS CORRECTAS
1.

2.

C

b

GUIA DE
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FUNCIONES




GUIA DE

UNIDAD TRES
FUNCIONES

Se aborda el apropiadamente las
funciones para ser aplicadas en
gjercicios relacionados con la

electronica. Comprender los
diferentes tipos de funciones para
graficarlas correctamente.

Identificar las leyes de los limites para
aplicarlas en la resolucion de
ejercicios. Calcular los limites de
funciones y aplicarlos en la solucién
de ejercicios. Resolver gjercicios que
impliqgue la resolucion de limites
trigonométricos.

3.1. Definicion de funcién

Una funcion matemdtica es una
relacion que se establece entre dos
conjuntos, a través de la cual a
cada elemento del primer conjunto
se le asigna un Unico elemento del
segundo conjunto 0 Ninguno como
se puede observar en la Fig. 1. Al
conjunto inicial o conjunto de
partida también se lo llama dominio;
al conjunto final o conjunto de
legada, en tanto, se lo puede
denominar codominio.
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GUIA DE

f(@)

Familias de funciones:

Lineales: f(x) =ax+b

Cuadrdticas: f(x) = ax? + bx + ¢

Funciones raiz: f(x) = Vkx

Funciones de proporcionalidad inversa: f(x) = k/x

Funciones exponenciales: f(x) = a*

Funciones logaritmicas: f(x) = log (x)

Funciones trigonométricas: f(x) = sin (x), f(x) = cos (x), f(x) = tan (x)
Funciones arco: f(x) = asin (x), f(x) = acos (x), f(x) = atan (x)

Las funciones definidas a trozos, requieren de varias féormulas, cada una de las
cuales rige el comportamiento de la funcién en un cierto tramo.

Tipos de funciones

Constantes
Polindbmicas De 1* grado
. Cuadraticas
Algebraicas s .
H-il:l(]r].’ll(‘.ﬁ
Radicales
Funciones j | A trozos

Exponenciales
rascendentes Logaritmicas
lrigonomeétricas
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Funciones algebraicas

En las funciones algebraicas las
operaciones que hay que efectuar
con la variable independiente son:
la adicion, sustraccion,
multiplicacion, division,
potenciacién y radicacion.
Clasificacion:

e Funciones explicitas: Si se

pueden obtener las
imdgenes de I por simple
sustitucion

flx) =5Hx — 2

3.2. Tipos de funciones

flz) =ap+ a1z + agx + azx + ... + az”

GUIA DE ESTUE

Funciones implicitas: Si no se
pueden obtener las
imagenes de I por simple
sustitucion,  sino  que es
necesario efectuar
operaciones.

hr—y—2=0

Funciones polindmicas: Son
las funciones que vienen
definidas por un polinomio. Su

- ) .
dominio es IFL, es decir,
cualqguier nUmero real tiene
imagen.

FUNCION AFIiN

Es del tipo
Yy =mxr+n

Donde:

e 111 esla pendiente de la recta.

La pendiente es la inclinacion de la recta

con respecto al eje de abscisas.

Dos rectas paralelas fienen la misma

pendiente.

Si m> 0 la funcion es creciente y el dngulo
que forma la recta con la parte positiva del

eje OX es agudo

y=2¢+10 fy =2x+3 fy=2x3 y=2x-10

)

Y

77

Ejemplo:

Representar graficamente
y=2r—1

Le damos valores a la funcion
=2.0-1=-1
=2-1-1=1
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GUIA DE

Si m< 0 la funcidén es decreciente y el
dngulo que forma la recta con la parte
positiva del eje OX es obtuso.

1 esla ordenada al origen de larectay nos
indica el punto de corte de la recta con el
eje de ordenadas.

Su grdfica es una linea recta que no pasa
por el origen de coordenadas.

Obtenemos la siguiente tabla de
valores

El punto (0, -1) es la ordenada en el
origen.

FUNCION LINEAL

La funcion lineal es del tipo:
y=mx

Su grdfica es una linea recta que pasa por
el origen de coordenadas.

Ejemplo:
y=2r

Para representar la funcién le damos
al menos dos valores

T 0
0

[mp ] T
0| =

2| =
L=yl ]
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GUIA DE.

y = 2X

FUNCION IDENTIDAD

Su grdfica es la bisectriz del primer y tercer

cuadrante.

flx) ==

e Funcion constante: El criterio
viene dado por un numero
real. La grdfica es una recta
horizontal paralela a al eje de
abscisas.

f(x) =k

e Funciones polindbmicas de
primer grado: Su grdfica es
una recta oblicua, que
queda definida por dos
puntos de la funcioén.

f(x) =mx+n

Funcion cuadratica

Las funciones polindmicas son
aquellas  constituidas  por  un
polinomio, un ejemplo de estas es la
funcion cuadrdtica o de segundo
grado, representada con una
grdfica de pardbola y la siguiente
ecuacion:

f(z) = az + bz +c

Grdfica de la funcion cuadratica

Partimos de
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y = 2
T P
—2 1
-1 1
0 0
1 1
2 4
G
o
2_
C.
5 0 2
Funciones racionales: El

dominio lo forman todos los
numeros reales excepto los
valores de x que anulan el
denominador. El criterio viene
dado por un cociente entre
polinomios:

ag + ajz + agr® + ...+ apx”

- b + bz + box? + ... + ba™

Funciones radicales: El criterio
viene dado por la variable x
bajo el signo radical. El
dominio de una funcion
iracional de indice impar es

]R El dominio de una funcion
iracional de indice par estd
formado por todos los valores
que hacen que el radicando
sea mayor o igual que cero.

Funciones algebraicas a
trozos: Son funciones
definidas por distintos criterios,
segun los intervalos que se
consideren.

GUIA DE ESTUR

- .
f(x) = X° sl X«2

4 siX>2

El dominio lo forman tfodos los
numeros reales menos el 2.

Las funciones trascendentes

La variable independiente figura
como exponente, o como indice de
la raiz, o se halla afectada del signo
logaritmo o de cualquiera de los
signos que emplea la trigonometria.

e Funciones exponenciales:
Sea a un numero real positivo.
La funcidn que a cada
numero real I le hace
corresponder la

. £ .,
potencia {l  se llama funcidn
exponencial de baseily
exponente I.

flz)=a"

e Funciones logaritmicas: La
funcién logaritmica en base a es
la funcion inversa de la
exponencial en base a.

flx) = logax
a>0,a#1

Funciones trigonométricas: Dentro
de ello se encuentran las siguientes.

Funcion seno

flxr) =sen x
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Funcidon coseno

j{rjl = cos T
Funcién tangente

Funcidn cosecante

f{i’jl = Ccasec I
Funcion secante

j{rjl = S&C I
Funcién cotangente

flx) = cotg x

3.3. Continuidad de funciones

En el caso de aplicaciones de Ren
IR, y de una manera mas rigurosa se
dice que una funcién f es continua
en un punto x; si existe f(x,), si existe el
limite de f(x) cuando x tiende hacia
X, por la derecha, si existe el limite de
f(x) cuando x tiende hacia x, por la
izquierda, y ademds ambos
coinciden con f(x)).

Continvidad Lateral:

Una funcion f es continua por la
izquierda en el punto x = x; si el limite
lateral por la izquierda y el valor de
la funcidn en el punto son iguales. Es

im f(z) = f(x)

;I!—*.'Ei_

Una funcion f es continua por la
derecha en el punto x = x; si su limite
lateral por la derechay el valor de la
funcion en el punto son iguales. Es
decir:

lim_f(z) = f(x1)

=L,

Una funcidn f es continua en un
puntfo si es contfinua por la izquierda
y es continua por la derecha. Esto es:

i f(z) = m_f(z) = f(n)

T—I T
Ejemplos de grdfica de funciones
continuas:

/ e 1B AN

—=TE D

-
\ i =y
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about:blank

Grdfica de la funcidn f (x) = sen x:

GUIA DE ESTUR

y=senx

roTh

]
T

N

Z
i\q';\j

—\ . .
2\4 ,( g
SN

Radianes

Continvidad de una funcion en un
intervalo (a;b)

Una funcién, f es confinua en un
intervalo 1, si y solo si la funcién es
continua en todos los puntos del
intervalo. Dado que una funcién f es
continua en un intervalo abierto (a,
b) si la funcién es continua en todos
los puntos delintervalo, entonces f es
contfinua en el intervalo cerrado [a,
b] si y solo si es continua en el
infervalo (a, b) y ademds es
continua en el punto a por la
derecha y en el punto b por la
izquierda.

3.4. Grafica de funciones

La representacion de funciones es el
mecanismo mediante el cual se
representa grdficamente una
funcion. Observando la grdfica se
puede obtener mucha informacion
acerca de como se comporta dicha
funcion.

Las coordenadas de un punto P =
(x,y) vienen determinadas por un par
ordenado de numeros x e v,
llamados coordenadas cartesianas.

El concepto de grdfica de una
funcién se generaliza a la gréfica de
una relacion. Notar que, si bien
cada funcion fiene una Unica
representacion  grdfica, pueden
existir varias funciones que tengan la
misma, pero con dominios vy
codominios diferentes.

En la prdctica no es posible
representar todos los pares (x,f(x)),
puesto que en general son infinitos.
Para ellos se acostumbran a
representar en los ejes de
coordenadas unos cuantos puntos
significativos y trazar el resto de la
grdfica segun las propiedades de la
funcién.

GRAFICA DE FUNCIONES LINEALES

Representad grdficamente la
funcién F(X)=2X-4

Empezamos construyendo una tabla
de valores con pares.
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GUIA DE

—2 f(-2)=2-(-2)-4=-8
—1 f(-1)=2-(-1)—4=—6
0 f(0)=2-(0)—4=—4
1 f1)=2-(1)—4=-2
2 f(2)=2-(2)—4=0
Si representamos  los  puntos
obtenidos:
2 : 0 ° 2

49

Y si por Ultimo los unimos, obtenemos
la grafica de la recta considerada:

La forma general de una funcion
cuadrdtficaesf(x) =ax>+ bx+c.La
grdfica de una funcién cuadrdtica
es una pardbola, un tipo de curva
de 2 dimensiones.

La pardbola bdsica, y = x 2, fiene una grafica como la mostrada en la figura.
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GRAFICA DE UNA FUNCION LOGARITMICA Y EXPONENCIAL

., v=log. x e ., . )
La funcion ~ =#7 esla funcidn inversa de la funcidn exponencial. Considere

-

L=y - .
la funcidn ¢ .Puede graficarse como:

A

\_umw.l:-mm
e

5 5 4 3219 123 456
.
-3
4
-5
-
 J
La grdfica de la funcidn inversa de ) oy=¥
cualquier funcién es la reflexion de la eslainversa de la funcion - esla
gréfica de la funcién sobre la reflexion olle |§J grafica anterior sobre
recta ¥ =% . As, la grdfica de la larecta 7=
funcién logaritmica y=log;(x) que
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¥ = logs(x)

£ 5 4 3 214"/ 2 3 4 5 6

-3
)
-5
-6
| J
GRAFICA DE FUNCIONES tres  lados de  un tfridngulo
TRIGONOMETRICAS rectdngulo. Es decir, las
. . L comparaciones por su cociente de
Las funciones frigonométricas f son
- . sus fres lados a, by c.
aquellas que estan asociadas a una
razon trigonométrica. Existen seis funciones
trigonométricas:

Las razones trigonométricas de  un
dngulo a son las obtenidas entre los

.—y:sen(x) ]
sy = COS (X)

—y=tan (x)
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SENO

El seno de un dngulo a se define
como la razén entre el cateto
opuesto (a) y la hipotenusa (c).

Formula del seno

GUIA DE

cateto opuesto i
sena = —— =
hipotenusa c

Su abreviatura son sen o sin (del latin
sinus).

La grdafica de la funcidon seno es:

Graficade la funcion seno y=sena

La funcién del seno es periddica de
periodo 360° (21 radianes), por lo
que esta seccion de la grdfica se
repetird en los diferentes periodos.

COSENO

A
b C

El coseno de un dngulo a se define
como la razdn entre el cateto

configuo o cateto adyacente (b) y
la hipotenusa (c).

cateto contiguo b
cos a = : -
hipotenusa c

Su abreviatura
latin cosinus).

es cos (del

La grdfica de la funcién coseno es:
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GUIA DE

Graficade la funcidon coseno y=cosa

B
A
B

A . ¢ G
0 n/2 n 3n/2 2n
90° 180° 270° 360°

Ak

C B

La funcion cateto opuesto a
tana = = —

del coseno es periddica de periodo z =
P P cateto contiguo b

360° (21 radianes).
Su abreviatura puede ser: tan o tg.

TANGENTE
B La grdfica de la funcidn tangente
es:
C
a
A = C
b
La tangente de un angulo aes

larazénentre el cateto opuesto (a) y
el cateto contiguo o cateto adyacente (b).

Graficade la funcion tangente y=tana

tana

| 0 n/2 13 3r/2 2n
tan .
\J 90° 7 180 270° 360°
A4
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La funcion de
la tangente es peridédica de periodo
180° (T radianes).

COSECANTE
B
C
a
A ¢ C
b
La cosecante es la razén

trigonométrica reciproca del seno,
es decircsc a -sen a=1.

GUIA DE

La cosecante del dngulo ade
un fridngulo  rectdngulo se  define

como la razén entre
la hipotenusa (c) y el cateto
opuesto (a).

1 hipotenusa
csCcxx = =

sena  cateto opuesto

Su abreviatura es csc o cosec.

La grdfica de la funcidén cosecante
es:

Graficade la funcidn cosecante y=csca

N
Y

La funcion de
la cosecante es periddica de
periodo 360° (21 radianes).

SECANTE

B
C
a
A g C
b
La secante es la razén

trigonométrica
reciproca del coseno, es  decir
sec a -cos a=l1.
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Lasecante de undngulo ade
un fridngulo  rectdngulo se  define
como la razén entre
la hipotenusa (c) y el cateto
contfiguo o cateto adyacente (b).

GUIA DE

1 hipotenusa c
secq = = . =z
cosa  cateto contiguo b

Su abreviatura es sec.

La grdafica de la funcidn secante es:

Graficade la funcién secante y=seca

La funcion de
la secante es periddica de periodo
360° (21 radianes).

COTANGENTE
B
o
a
A = C
b
La cotangente es la razdn

trigonomeétrica reciproca de

la tangente, por lo tanto
tan a -cot a=1.

La cotangente de un dngulo a de
un fridngulo  rectdngulo se  define
como la razén entre el cateto
contfiguo o cateto adyacente (b) y
el cateto opuesto (a).

1 cateto contiguo b
cota = = ==
tan o cateto opuesto a

Su abreviatura es cot, cotg o cotan.

La grdfica de la funcién cotangente
es:
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GUIA DE

Graficade la funcién cotangente y=cota

I i

I I

I |

I I

24 | |

I I

I I

1 - Mo __ (G, S 4

A I |
B | |
I C I

0 n/2 ml 3n/2 2!

90° 1807 270° 360°

| — st - iR ]

C 1 I |
I I

I I

24 B | |

I I
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CUESTIONARIO UNIDAD 3

Pregunta 1: 3Qué es una funciéon?

a) Una relacion entre dos conjuntos donde cada elemento del primer
conjunto tiene un Unico elemento correspondiente en el segundo.

b) Una lista de nUmeros.

c) Una operacion matemdatica.

Pregunta 2: Si f(x)=2x+3, scudl es el valor de (2)2

a) 5
b) 7

c)8

Pregunta 3: 3 Qué representa el dominio de una funcién?

a) Los valores de salida de la funcion.
b) Los valores de enfrada permitidos para la funcion.

c) La grdfica de la funcion.

Pregunta 4: :Qué es una funcidon inyectiva?

a) Una funcién donde cada valor del codominio es alcanzado por al
menos un elemento del dominio.

b) Una funcion donde cada valor del dominio tiene un Unico valor de
salida.

c) Una funcién que fiene imagenes repetidas.

Pregunta 5: Si g(x)=x2, gcudl es la imagen de g(3)2

a)3
b) 6

c)9

Pregunta é: 3 Qué es una funcion par?

a) Una funcién donde f(-x)=f(x)

b) Una funcién donde f(—-x)=—f(x)

Pagina | 1




e ¢) Una funcién que siempre es creciente.

Pregunta 7: 3Cudl es el rango de la funcion f(x)=x22

. Q) (=)
. b)[0.)
. c)(-=0)

Pregunta 8: Si h(x)=3x—4, scudl es la pendiente de la funcion?

e q)3
e b)-4
e C)7

Pregunta 9: 3 Qué significa que una funcién es continua?

e a) La funcién tiene un limite en todos los puntos de su dominio.

e D) La grdfica de la funcidn no tiene saltos ni discontinuidades.
e C) Ambas opciones son correctas.
Pregunta 10: ;Como se denota una funcién compuesta (feg)(x) 2
« a)f(g(x))
« b)f+g(x)

» c)f(x)+glx)
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GUIA DE

RESPUESTAS CORRECTAS
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GUIA DE

UNIDAD UNO

FUNCIONES Y NUMEROS
COMPLEJOS

En esta guia, se analizan conceptos
como el dominio y el recorrido de
una funcidn, que son esenciales
para entender su comportamiento.
También se estudian los diferentes
tipos de funciones, como las
inyectivas, sobreyectivas, biyectivas,
inversas 'y por tramos. Estos
conceptos son importantes para
comprender cOmo se comportan las
funciones en diferentes situaciones.
Ademds, se examinan las graficas
de funciones lineales, cuadraticas,
de valor absoluto y por tramos. La
comprension de las grdficas es
esencial para entender el
comportamiento de las funciones y
para poder resolver problemas
relacionados con ellas.

1.1. Funcidn

Es una regla que describe la forma
en que una cantidad depende de la
oftra. Las funciones son una
herramienta matematica
fundamental que permite relacionar
un conjunto de nUmeros con otro
conjunto de nUmeros.

a2 (& ym ) =
S A W

) A, g

._-I_ “"7:-117
= blev)-l—"g S A
“;1""5") M3 X=—

.

SOt el =
r.rf—.—rf o) =(v8())"), "',3 xs‘q'\-...\,)
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Notacién de una funcién

f(x) = funcion
x = variable independiente
y = variable dependiente

Recorrido
Rango

Dominio

Conjunto de Conjunto de
Salida Llegada

Dom f(x) ={1, 2, 3, 4, 5}

Recf(x)={a, b, c, d, e}

Nota: Se ftrata de una funcion conjunto de salida, uno y solo un
cuando la regla asigna a todos y a elemento del conjunto de llegada.

cada uno de los elementos del

(1)

Pagina | 1



Segun el andlisis de los siguientes
diagramas se establece que el literal
(1) y (3) no son funciones ya que no
cumplen con la condicién dada;
mientras que el literal (2) i
corresponde a una funcién ya que a
cada elemento del conjunto A le
corresponde uno y solo un elemento
del conjunto B.

1.2. Evaluacion de una funcidn

Es determinar el valor que se obtiene
al sustituir la variable de la ecuacion
por un valor numérico o expresion
algebraica. Ejemplo:

De acuerdo a como se observa en
los siguientes problemas
desarrollados evaluar la funcidén en
los valores dados:

Ejemplos:

e f(x)=4x—-2;x=3
fx)=4+(3) -2
FOO) =12-2
f(x) =10

e f(x)=4x?2—-5x;x=1
f(x) =4(1)*-5(1)

(3)

f(x)=4-5
f(x)=-1

o f(x)=-2x?>—-5x+4; x=
-3
f(x) =—-2(=3)2-5(-3) +4
f(x)=-18+15+4
flx)=1

1.3. Elementos de una funcion

Dominio: Se consideran todos los
valores o elementos del conjunto de
partfida que tienen unaimagen en el
conjunto de llegada. Se representa
como Dom f(x).

Se refiere al conjunto de valores
para los cuales la funcién estd
definida. Es decir, son los valores que
pueden ser ingresados en la funcion
sin generar una division por cero o
una raiz cuadrada negativa.

Recorrido o rango: conjunto
formado por todos los elementos del
conjunto de llegada. Se representa
como Rec f(x).

Hace referencia al conjunto de
valores que la funcién puede tomar
como resultado. Es decir, son los

Pagina | 1




valores que pueden ser obtenidos a
partir de los valores del dominio
mediante la aplicacion de la
funcion.

Determinacion del dominio de una
funcién

- Funcidn polinémica:
formadas por expresiones
algebraicas de varios

términos, el dominio de este
tipo de funciones es todo el
campo de los reales.
Ejemplos:
e f(x)=x*+2x-5
Dom f(x) =x €R

o f(x)=9x+7
Dom f(x) =x €R

- Funcién racional: son
funciones de la forma
P(x)/Q(x); y el dominio de
estas funciones serdn todos
los reales excepto los valores
que hagan que el
denominador sea 0.

P(x)

f(x)=@; Qx) #0

Ejemplos:
e fl0)=
x+7
=0 (Igualar el den a 0,despejar)
x =-=7
Domf(x) =R —{-7}

4x2-1
x+7

- f=53
2x+3=0
2x = —3
_ 3
*="3

IMmfu>=R—{—;

- Funcién raiz con indice par:
esta funcidn devuelve la raiz
de un valor o expresion, su
grdfica corresponde a la
mitad de una pardbola. El
dominio de esta funcién estd
formado por los valores que
permitan el cdlculo de una
raiz par, es decir debe
generar un valor =2 0.

Ejemplos:
e f(x)=+v4x -8
4x — 8
> 0 (Verificar la condiciéon y despejar)

4x = 8

- 8
=2
x =2

Domf(x) ={xeR/x =2}

° f(x)=m

x+12=0

x = —12
Domf(x)={xeR/x
> —12}

Determinacién del recorrido de una
funcion

Para determinar el recorrido de la
funcion se debe despejar x en
funcion dey, y luego se analiza para
qgue valor de y, x tomard valores
reales; considerando los pardmetros
analizados previamente para el
cdlculo del dominio de funciones
polindmicas, raciones y raices pares.

Ejemplos:
2
« f=y=—
y*(x—3)=2
xy—3y =2
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GUIA DE

xy=2+3y sobreyectivas, biyectivas, inversas y
2+ 3y por framos.
X =
y

y = 0 (verificar denominador) Funcién inyectiva: son oqygllcg. en
Rec f(x) = R — {0} las que cada valor del domlnlo tiene
un unico valor correspondiente en el
recorrido. A cada elemento del

« f)=y=vVx+7 conjunto A le corresponde 1y solo 1
()%= (Vx+ 7)2 elemento del conjunto B. De forma
y2=x+7 grdfica se puede verificar al trazar
x=y2—7 una linea horizontal y esta con corta
Rec f(x) =x € R en un solo punto ala funcién cumple

con ser inyectiva.
1.4. Tipos de funciones

Existen varios fipos de funciones,
entre ellas las inyectivas,

Andlisis grafico

=& -4 =2 il Fs 4 6

1 x _ e
=< e
1 solo corte, entonces es inyectiva 2 cortes, enfonces no es inyectiva
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Verificar si las siguientes funciones
son inyectivas

Funcién sobreyectiva: son aquellas
en las que cada valor del recorrido
tiene al menos un valor
correspondiente en el dominio.

A cada elemento de B le
corresponde algin elemento de A;
una funcién es sobreyectiva cuando
el codominio y el recorrido
coinciden. Formalmente:

Dom f(x)

Funcion biyectiva: son aquellas que
son fanto inyectivas como
sobreyectivas, es decir cumplen con
las condiciones de los dos tipos de
funciones.

A relaciéon perfecta con B, una
funcidn es biyectiva cuando es

GUIA DE ESTUE

Vy €ERec fix e Domf /f(x)=y

Es decir, para cualquier elemento y
el recorrido existe ofro elemento x
del dominio tal que y es la imagen
de x por f.

Las funciones reales son
sobreyectivas cuando Rec f(x)= R,
ya que por definicion en ellas Rec
f(x)=R

Rec f(x)

inyectiva y sobreyectiva al mismo
tiempo, formalmente:

Vy€Recf3lx €EDomf /f(x)=y

Es decir, para cualquier elemento y
del recorrido existe un Unico
elemento x del dominio tal que y es
la imaginen de x por f(x).
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Dom f(x) Rec f(x)
Ejemplos:
fx) =Vx+2
2
fe) = x2+1
f(x) =In(x)

Ejercicios Resueltos

Verificar si las siguientes funciones son funciones inyectivas de forma andlitica:

f(x)=x+5 f(x) = x? f(x) = x* + 6x
f2)=2+5 f@) = (4)? f(7) = (M?*+6(7)
f2)=17 f(4) =16 f(7) =91
f(=2)=-2+5 f(=4) = (-4)* f7) = (=7*+6(-7)
f(=2)=3 f(-4) =16 f(=7) =49 —42
f(x) = f(—x) f(x) =f(—x) f(=7)=17
7+3 16 = 16 91 +7
Es inyectiva No es inyectiva Es inyectiva
Verificar si las siguientes funciones son funciones sobreyectivas:
f(x)=x+5 f(x) = x?
y=x+5 y= x?
y—-5=x _
Recf(x)=y€R ‘/;_ x
Es sobreyectiva \/; =X

Rec f(x) ={y € f(x)/y = 0}

Verificar si las siguientes funciones son funciones biyectivas:

f(x)=2x3-7 f(x)=5x*>+8
f(x) =2(-6)>~-7 f(x) =5(-9)%*+8
f(x)=-432-7 f(x)=405+8

f(x) = —-439 f(x) =413
f(x)=2(6)%-7 f(x)=5(9)%*+8
f(x)=432-7 f(x) =405+ 8
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f(x) =425
—439 + 425
Es inyectiva
y=2x3-7
y+7=2x3
y+7 .
_=x
2
3ly+7
y_=3/x3
2
3ly +7
_=x
2

Recf(x) ={y e R}
Es sobreyectiva
ES BIYECTIVA

Funcién inversa: son aquellas que
pueden ser invertidas, es decir, si se
intercambian los valores del
dominio y el recorrido, la funcion
sigue siendo vdlida.

Una funcidon inversa es una funcion
qgue es completamente opuesta a
la funcién original. La funcién
inversa también se conoce como
funcién reciproca.

Una funcion inversa cumple con las
siguientes condiciones:

f(x) =413
413 = 413
No es inyectiva

x*>+8
5x2

y=5
y—8
y—8

U-l ‘

y=8

Recf(x) =y e R—{y > 8}

No es sobreyectiva
NO ES BIYECTIVA

e Eldominio esigual alrecorrido
de la funcion original.

e Elrecorrido esigual al dominio
de la misma funcion.

e La funcidon inversa es la
reflexion de la funcién original
en la recta.

La funcién inversa se denota por g
=f-1, y tanto f como f-1 se dicen
invertibles.

En general, una funcién es invertible
solo cuando cada valor de enfrada
fiene un valor de salida Unico.
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FUNCION

Funcidon por tramos: son aquellas
que estan definidas por diferentes
formulas en diferentes intervalos del
dominio. Una funcidn por tframos es
una funcion f en la que su dominio se
puede dividir en diferentes partes. En
cada una de esas partes, la funcion
estd definida con una férmula o
expresion diferente. Estd funcion
definida por partes es aquella que
no estd definida por una sola

FUNCION INVERSA

ecuacion, sino por dos o mas. Cada
ecuacion es vdlida para algin
intervalo. Es continua en un intervalo
dado si estd definida por el intervalo,
las expresiones matemdticas
apropiadas que constituyen a la
funcion son continuas en ese
intervalo, y no hay discontinuidad en
ningun punto extremo de los
subdominios en ese intervalo.

1
§x+1;xS—4
fOI=119, 4<x<—2

—x—2-2<x<1

o 3 &7 I 15

-3

-5
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1.5. Grdfica de funciones

La grafica de una funcion es una
representacion visual de la relacion
enfre los valores del dominio y del
recorrido.

Funcion lineal

Una funcién lineal es una funcidon
matemdtica que se puede expresar
mediante una ecuacién de la
forma:

f(x)=mx+b

donde:

f(x) es el valor de la funcion
para un valor dado de x,

m es la pendiente de la recta,
que indica lainclinacién de la
linea (la tasa de cambio de
f(x) respecto a x),

b es la ordenada al origen, el
valor de f(x) cuando x=0 (es
decir, el punto donde la linea
cruza el geje vertical).

y=mx+Db
f(x)=2x-5

Propiedades de las Funciones

Lineales:

1. Grdfico en Forma de Llinea
Recta: El grdfico de una
funcién lineal es siempre una
linea recta.

2. Pendiente Constante: La
pendiente m es constante,
mostrando que el cambio en
f(x) es proporcional al cambio
en Xx.

3. Intercepto en el Eje y: La
interseccion de la linea con el

an

eje vertical estd dada por b,
el valor de la funcidn cuando
x=0.

Ejemplos de Funciones Lineales

1.

Ejemplo 1: Supongamos que
tienes la funcion f(x)=2x+3. En
este caso, la pendiente m=2
indica que por cada unidad
que aumenta x, f(x) aumenta
en 2 unidades. La ordenada
al origen b=3 significa que la
linea cruza el eje vertical en 3.
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2. Ejemplo 2: Considera la

funcion g(x)=—-4x+7. Aqui, la
pendiente m=—-4 muesira que
por cada wunidad que
aumenta x, f(x)disminuye en 4
unidades. La ordenada dal

niumero de
unidades x producidas, si el
costo fijo es $50 y el costo por
unidad es $20, se puede
expresar como C(x)=20x+50.

funcion  del

origen b=7 indica que la linea Ejemplos.

cruza el eje verticalen 7. Se grafica mediante tablas de

3. Ejemplo 3: Una funcién que interceptos:
representa el costo total C en
y=3x+2
X Y y=23(0)+2 0=3x+2
o 2 y=0+2 -2 =3x
= 2
-0,6 0 y=2 y=_2
3
=-0,66
3 /
A
2
1
A
-3 -2 -1 0 1 2 3
-1
—2
Funcion cuadrdtica e Q,bycsonconstantes, y a#0,
Una funcidn cuadrdtica es una e a es el coeficiente que

funcion polindbmica de segundo
grado que se expresa mediante la
ecuacion general:

determina la apertura de la
pardbola (si a>0, la pardbola
abre hacia arriba; si a<0, abre

hacia abajo),
fx) =ax?+bx+c ! io)

e b afecta la direccidn de la
pardbola y su posicion
relativa a lo largo del eje
horizontal,

donde:

e f(x) es el valor de la funcion
para un valor dado de x,
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e cC eseltérmino constante que
representa el valor de la
funcion cuando x=0, o el

Propiedades de las Funciones
Cuadrdticas:

1. Grdfico en Forma de
Pardbola: El grdfico de una
funcidn cuadrdtica es una
pardbola.

2. Vértice: El vértice de Ia
pardbola es el punto mdas alto
o mds bajo de la funcioén,
dependiendo de la
orientacion de la pardbola.
La coordenada x del vértice
se puede enconfrar usando
x=—b/2a

3. Eje de Simetria: La pardbola
es simétrica respecto a una
linea vertical lamada eje de
simetria, que pasa por el
vértice.

4. Intersecciones con el Eje x:
Los puntos donde la pardbola
cruza el eje horizontal se

punto donde la pardbola
cruza el gje vertical.

e f(x)=3x*2-2x-38

encuentran resolviendo la
ecuacionax® +bx+c=0

Funcidn valor absoluto

El valor absoluto de un nUmero real x
es una funcion matemdtica que se
representa como Ix|. El valor
absoluto de un nUmero es su
distancia desde cero en la recta
numérica, sin importar la direccion.
En ofras palabras, es siempre un
numero no negativo.

Para formalizar:

e Si x es un nuUmero positivo o
cero, entonces [x|=x.

e Si x es un numero negativo,
enfonces |x|=—X.

Caracteristicas de la Funcién Valor
Absoluto
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1. Dominio: La funcion valor
absoluto estd definida para
todos los numeros reales x. Es
decir, el dominio es R (todos
los nUmeros reales).

2. Rango: El rango de la funcién
valor absoluto es [0, «), ya
que el valor absoluto nunca
puede ser negativo.

3. Simetria: La funcién valor
absoluto es simétrica con
respecto al eje vertical en
x=0, ya que IX|=|-xI.

4. Punto de discontinuidad: No
tiene discontinuidades; es
continua en todo su dominio.

5. Forma grdfica: La grdfica de
x| es una"V" con su vértice en
el origen (0,0). Tiene una
pendiente positiva hacia la
derecha del eje y una
pendiente negativa hacia la
izquierda.

6. No lineal: Aunque la funcion
es confinua y tiene una
grdfica simple, no es una
funcion lineal. La funcién
valor absoluto tiene una
estructura de pieza lineal con
diferentes pendientes en
distintas regiones del dominio.

fQx) = |«

Como se puede visualizar la grdfica
de la funcién valor absoluto
corresponde a una “V".

Ejemplo 1:

o Parax=5, |51=5.

o Parax=-7,1-7|=7.
Ejemplo 2:

e Sitienes la ecuacion |x-3|=4,
esto significa que la distancia

entre x y 3 es 4. Por lo tanto,
las soluciones son x=3+4=7 y
x=3-4=-1.

Ejemplo 3:

e La funcidn f(x)=Ix2—4| toma el
valor absoluto de la expresidon
x2—4. Asi, si x=0, f(0)=|-4|=4 y si
x=3, f(3)=19-4|=5.
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1.6. NUmeros complejos

Los nUmeros complejos son aquellos
que tienen una parte real y una
parte imaginaria. La parte
imaginaria se representa con la letra
"', que es la unidad imaginaria. El
plono complejo es un plano
cartesiano en el que el eje horizontal
representa la parte real y el eje
vertical  representa la parte
imaginaria de un nUmero complejo.
Los nUmeros complejos se pueden
sumar, restar, multiplicar y dividir de
manera similar a los numeros reales.

Un nimero complejo es un niUmero
que se puede expresar en la forma
z=a+bi, donde:

e a4y bsonnUumerosreales.

e ieslaunidad imaginaria, que

se define como i =+v—1, esto
implica que i? = -1

En esta forma, a se llama la parte
real del nUmero complejo y b se
llama la parte imaginaria.

Caracteristicas

1. Conjunto de NOmeros
Complejos: El conjunto de los
numeros complejos se
denota como. Incluye todos
los nUmeros de la forma a+bi,
donde a y b son nUmeros
reales.

2. Plano Complejo: Los nUmeros
complejos se pueden
representar graficamente en
un plano llamado plano
complejo o plano de Gauss,
donde la parte real a se
representa en el eje horizontal
(ejereal) y la parte imaginaria

GUIA DE ESTUR

b en el eje vertical (eje
imaginario).

Conjugado: El conjugado de
un numero complejo z=a+Di
se denotacomo z .

Representacion Grdfica: Se
pueden representar en el
plano complejo (también
conocido como plano de
Argand), donde el eje
horizontal es la parte real y el
eje vertical es la parte
imaginaria.

Operaciones: Se pueden
sumar, restar, multiplicar vy
dividir siguiendo reglas
especificas:

Suma: (a+bi) +(c+di) =(a+c)
+(b+d) i

Multiplicacion: (a+bi) (c+di)
=(ac-bd) +(ad+bc) i

Médulo y Argumento: Se
pueden representar en forma
polar como r(cos 6+ isin ),
donde r es el médulo r =
VaZ + b?y 6 es el argumento.
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1. Ejemplo1:z; = 3 + 41
e Parte real: 3
e Parte imaginaria: 4
2. Ejemplo 2: 20 — —2 — 51
e Partereal: -2
e Parte imaginaria: -5
3. Ejemplo 3: Representacicn e

e Modulo:r — /3% + 4

e Argumento: f — tan—!

1.7. Forma de representar
a un nomero
complejo

Rectangular

Los nUmeros complejos se pueden
representar en diferentes formas,
como la forma rectangular (a + bi),

GUIA DE |

donde "a" es la parte real y "b" es la
parte imaginaria;

Trigonométrica o polar

la forma trigonométrica o polar (r
(cos® + i sinB)), donde 'r" es la
magnitud del nUmero complejoy "6"
es el dngulo que forma el nUmero
complejo con el eje horizontal;

Exponencial

y la forma exponencial (re/(iB)),
donde "e" es la constante de Euler
(2.71828...) y '"I" es la unidad
imaginaria. Cada una de estas
formas tiene sus propias ventajasy se
utilizan en diferentes contextos. Por
ejemplo, la forma polar es Ufil para
realizar operaciones de
multiplicaciéon y division de nUmeros
complejos, mientras que la forma
exponencial es Util para realizar
operaciones de potencia y raiz
cuadrada de numeros complejos.
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CUESTIONARIO UNIDAD 1
Pregunta 1: 3Qué es una funciéon inyectiva?

e a) Una funcién donde cada elemento del codominio es imagen de al
menos un elemento del dominio.

e b) Una funcidn donde cada elemento del dominio tiene una Unica
imagen en el codominio.

e ) Una funcidn que no tiene imagenes repetidas en el codominio.

Pregunta 2: ;Cudl de las siguientes funciones es un ejemplo de funcion
cuadrdtica?

o a)f(z) =3z + 2

e b)flz) =z 4z +4

o o flz) =z

Pregunta 3: ;Qué fipo de funcién es f(x)=1/x2
e a) Funcion lineal
e Db) Funciéon racional
e C) Funcién exponencial

Pregunta 4: ;Qué caracteristica define a una funcion par?
e ) f(-x) =f(x) para todos x en el dominio.
e Db) f(—x) =—f(x) para todos x en el dominio.
e C) La grdfica es simétrica respecto al eje x

Pregunta 5: 3 Cudl de las siguientes es una funcidon exponencial?
. &) f(x) =2

o b)f(z) =2’

¢ 9 f(x) = log(x)

Pregunta é: ;Qué es una funcion compuesta?
e a) Una funcidon que se puede expresar como la suma de dos funciones.

e b) Una funcién que se obtiene al aplicar una funcién a los resultados de
otra funcién.

e c) Una funcién que tiene dos variables independientes.
Pregunta 7: La funcién f(x) = Vx es:

e a) Una funcién lineal.
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e b) Una funcion cuadrdtica.
e ¢) Una funcion raiz.

Pregunta 8: ;Cudl es el rango de la funcién f(x)=x22

e Q)R
e b)[0,)
s ¢)(==.0)

Pregunta 9: La funcion f(x)=3x2-2x+1 es:

e @) Lineal

e b) Cuadrdtica

e c) Cubica

Pregunta 10: 3Qué es una funcidén constante?

e a) Una funcién que cambia su valor.

e b) Una funcion que toma el mismo valor para cualquier entrada.

e ) Una funcidn que tiene una pendiente variable.
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SOLUCIONARIO




GUIA DE s

Respuestas Correctas

1. b

0 ® N o 0~ LD
o O T O T Q Q T T

o
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DIFERENCIAL




GUIA DE ESTUDIO

UNIDAD DOS
CALCULO DIFERENCIAL

cdlculo
diferencial. Se analizan los limites de
una funcidén y se explica cdémo
calcularlos. También se estudia la
derivada de una funcidén y se
detallan las reglas de derivacion.

Se profundiza en el

Ademds, se examina la
diferenciacion y se exploran las
diferentes aplicaciones de la
derivada.

2.1. Limites de una
funcion:

El concepto de limite de una funcién
es fundamental en el cdiculo

diferencial e integral. Se refiere al
valor al que se aproxima una funcién
cuando su variable independiente
se acerca a cierto valor, sin
necesariamente alcanzarlo. En ofras
palabras, el limite de una funcién en
un punto dado se calcula
evaluando la funcidén en valores
cada vez mds cercanos a ese punto.
Silos valores obtenidos se acercan a
un valor fijo, entonces ese valor es el
limite de la funcién en ese punto.
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El limite de una funcién describe el
comportamiento de la funcién f(x) a
medida que la variable x se
aproxima a un valor especifico a. Se
dice que el limite de f(x)f(x)f(x)
cuando x tiende a “a” es L (escrito
como 9lcigr}lf(x) = L si, a medida que x

se acerca a “a”, los valores de f(x) se
acercan a L.

Grdfico de Limites

En un grdfico, el limite se puede
visualizar observando el
comportamiento de la curva de la
funcidén cerca del punto x=a

e Limite Izquierdo lim f(x) = L:
X——a

Observa el valor de la funciéon
al acercarse a "a" desde la
izquierda.

e Limite Derecho lim f(x) = L:
x—-+a

Observa el valor de la funciéon
al acercarse a "a" desde la
derecha.

Si ambos limites laterales son iguales,
el limite en a existe.

2.2. Cadlculo de limites:

El cdlculo de limites puede ser
realizado de diferentes maneras,
dependiendo de la complejidad de
la funcién. Las técnicas mas
comunes incluyen la sustitucion
directaq, la factorizacion, la
racionalizacion, la multiplicacion por
el conjugado, el uso de las reglas de
L'H&pital y la aplicacion del teorema
del sandwich. El objetivo del cdiculo
de limites es determinar si una
funcion tiene un limite finito o no en
un punto dado, lo que puede ser
utilizado para analizar el
comportamiento de la funcidén en
ese punto y en su entorno.

Hay dos casos destacables de
limites, tal como podemos verlo en
las grdaficas de abaijo:
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Para la funcién y = f(x) de la figura
f(x) fiende al valor L para x en el
infinito geométricamente se habla
de que y = L es una asintota
horizontal de la curva.

GUIA DE ESTUDIO

y = 1ix)

1
I
I
I
1
I
I
|
I
1
I
| =8
I

I

/|

En el caso de la figura anterior, es la
funcioén y = f(x) la que toma un valor
infinito en el punto X=q,
geométricamente x=a es una
asintota vertical de la curva.

Propiedades de los limites

PROPIEDAD EXPRESION
Limite de una |El Iimite de una funcidn Hmk =k
Constante constante es esta misma T-3>a ‘
constante
Limite de |En un Imite de una
Constante por | constante multiplicada por
Funcién una funcion se puede | lim[k- f(x)] = k- lim f(x)
sacar la constante del | *7¢ *20

limite sin que se afecte el
resultado.

Limite de Suma de
funciones

El limite de la suma es la
suma de los limites.

Im[f(x) + g(0)] = lim f(x) + lim g(x)

Limite de Resta de
funciones

El limite de la resta es la
resta de los limites

m[f(x) —g()] = lim f(x) — lim g(x
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Limite de Producto
de Funciones

El limite del producto es el
producto de los limites

lm[£(x) - g(0)] = lim £(x) - lim g(x

Limite de Cociente
de Funciones

El limite de un cociente de
dos funciones es el
cociente de los limites de
las mismas.

[ - BB/
lim — A
x~a|g(x) lim g(x)

siempre que il_r{‘lz g(x)=+0

Limite de una

Potencia

El limite de una funciéon
pofencial es la potencia
del limite del base elevado
al exponente.

K
lim [£(x)*] = [lim £ ()]

Limite de la Raiz

El limite de una raiz, es la
raiz del limite.

lim *f(x) =

x—a il—rf}l f (X)

si el indice n es par, debe ser lim f(x)>
xX—a

Limite de Funcién
Exponencial

El limite de una funcién
exponencial es la potencia
de la base elevada al limite
de la funcidn exponente.

lim [k9®)] =k R

xXx—a

Limite de funcién
logaritmica

El limite del logaritmo es el
logaritmo del limite.

lim([log, f()] = log [lim £(x)]

Limites Infinitos

Una funcién f(x) puede tener un

f(X)=(

x — 2)2

limite infinito cuando la funcion f(x)
lega a valores que crecen
confinuamente, es decir que se
puede hacer la funcién tan grande
como se desee. Se dice entonces
gue f(x) diverge ainfinito. Esto puede
ocurrir cuando la variable x tienda a
un valor finito a o también cuando x
tienda al infinito.

Ejemplo:

9 §
lim 4+

¥z (x —2)2

Se puede comprobar si se da valores
a lax cada vez mds cercanos a 2,
tanto  acercdndonos por  su
izquierda como por su derecha,
como se ve en el siguiente cuadro,
el limite tiende a +«:
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X =)
-2,1000 2,1000 1x10°
-2,0100 2,0100 1x10%
-2,0010 2,0010 1x 108
-2,0001 2,0001 1x108
1 l 1
im ——=+4m
12 1 : x=2 (x — 2)2
I
10 4 |
I
&4 I
I
I
6 1 I
I
il I
I
I
2 1 |
I
= ! . ,
0 2 4 6

Para poder realizar el cdlculo de limites se debe considerar las posibles
indeterminaciones que se generen, es decir casos matematicos que no hay
solucion, como los que se observan en la tabla que se detalla a confinuacion:

Valor al
que
tiende

X

VALOR DEL LIMITE DE LA FUNCION f(x)

sl im f(x) = L
xX—a

LIMITE FINITO

LIMITE INFINITO

lim (%) = oo

gtigee] lim f(x) =1L

X—00

lim f(x) = o

X—00
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2.3. Derivada de una
funcion:

La derivada de una funcion es una
medida de su tasa de cambio
instantdnea. Se define como el limite
del cociente incremental entre la
funcién y su variable independiente
cuando el incremento fiende a
cero. En ofras palabras, la derivada
mide la pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto
dado. La derivada es una
herramienta fundamental en el
cdlculo diferencial, ya que permite
calcular el cambio instantdneo de
una funcién en cualquier punto.

La derivada de una funcién f(x),
o funcion derivada de f(x), es
aquella funcion, denotada f'(x), que
asocia a cadaxlarapidez de
cambio de la funcién original f(x) en
ese punto, es decir, sutasa de
variaciéon instantdnea. Las derivadas
son herramientas fundamentales en
todas las ciencias.

GUIA DE ESTUDIO

Se llama funcién derivada de f(x), o
simplemente derivada de f, y se
denota normalmente como f'(x), al
limite:

o) i FET P I@)

B0 h

El conjunto de puntos en que una
funcién es derivable se conoce
como dominio de derivabilidad y se
cumple que:

Dom(f)C Dom(f)

Interpretacion Geomeétrica

Geométricamente, la derivada de
una funcién en el punto a es la
pendiente de la recta tangente a la
funcién en dicho punto:

|
[=
[ 4]
IS
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Representacion grdfica de la

derivada

La recta tangente a la funciéon en el
punto de abscisa a. El valor de su
pendiente, m, es, precisamente, el
valor de la la derivada en ese punto
f'(a). Observa que, en 1, la funcién es
creciente en el punto considerado,
siendo f'(a) > 0. En cambio, en 2, la
funcion es decreciente y f'(a) < 0.

La pendiente de unarecta que pasa
por los puntos (x1, y1), (x2, y2) se
puede expresar COmo:

_ Y-yt
m = X2yl

Notaciones de la derivada

La derivada se puede denotar con
diferentes nomenclaturas:

La notaciébn de Leibniz indica
respecto a qué variable se deriva la
funcion. Asi df(x)/dx indica que
derivamos f(x) respecto a x, vy
ds(t)/dt indica que derivamos s(t)
respecto at.

Eﬁ-|lb-
|
=&

GUIA DE ESTUDIO

También se utiliza f' propuesta por
Lagrange para referirnos a la funciéon
derivada de f. Como extension de la
misma, en ocasiones se identifica f
con vy, y se escribe y' (si f(x)=y,
entonces f'(x)=y').

2.4. Diferenciacion:

La diferenciacion es el proceso de
calcular la derivada de una funcién.
Para realizar la diferenciacién, se
utilizan las reglas de derivacion, que
son una serie de férmulas que
permiten calcular la derivada de
diferentes fipos de funciones. La
diferenciacion es una herramienta
fundamental en el cdlculo
diferencial, ya que permite analizar
el comportamiento de una funcion
en cualquier punto y determinar su
concavidad y puntos criticos.

2.5. Reglas de derivacion:

Las reglas de derivaciéon son una
serie de formulas que permiten
calcular la derivada de diferentes
tipos de funciones. Estas reglas
incluyen la regla de la cadena, la
regla del producto, la regla de la
suma vy la regla del cociente. Cada
una de estas reglas es Util para
calcular la derivada de funciones
mdas complejas a partir de funciones
mds simples.
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Derivacion por formulas de funciones algebraicas

Su derivada es la constante por la
derivada de la funcion, o c*f'(x)

REGLA EXPRESION
Derivada de una constante L
La derivada de una constante es Ffrxl =0
cero o
Derivada de una potencia entera -
positiva fix)=x-
La derivada de x"es n x™! fg)= 5
Derivada de una constante por 1 i
una funcion. fix)= 3x~

f'(x)=3(5x%) = 15x*

Derivada de una suma

La regla para la derivada de una
suma es (f+g)'=f+g'. es decir, la

derivada de una suma de
funciones es la suma de las
derivadas de cada uno de los

términos por separado

-"'f-'{-l = _7715 + X
o 2 T
ffx)=6x° + 1

Derivada de un producto

La derivada de un producto es
(fg)'= fg'+f'g. La derivada de un
producto de dos funciones es la
primera, por la derivada de la
segunda, mds la segunda por la
derivada de la primera.

f)= (4x + 1)(10x° - 5)
f'(x)=20x(4x + 1) + 4(10x° - 5)

Derivada de un cociente

La derivada de un cociente de dos
funciones es la segunda, por la
derivada de la primera, menos la
primera por la derivada de la
segunda todo esto enfre la
segunda al cuadrado.
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_."‘1'/."(,1

fix) =

4dx + 1

.,
I0x= -5

4(10x° - 5) - 20x(4x + 1)

(10x= -3)*

Formulas para derivacion de
funciones trigonométricas

Para poder resolver ejercicios de
derivacion con funciones
trigonométricas se debe considerar
las reglas de la derivacion descritas
en las siguientes imdagenes.

1) %[S@H(H)] = cos(i) j;j

D) < [cost)] = ~sente) =

) < [ran(u)] = sec” (1) 5

)< Leot(w)] = —coo )2

) < sec(u)] = sec(u) tan(e) o+

) i[csc(uj] = —cacf) cot{u) j;j

REGLA DE L'"HOPITAL

Sirve para resolver muchos casos de

limites que
generen indeterminacion,

especialmente  los casos mads
complejos, exponenciales o)

términos no racionales. Se aplica

directamente a limites
indeterminaciones

tipo 0/0 © =/,

con
del

Realizando tfransformaciones para
llegar a una de los tipos anteriores.

La regla de I'H6pital puede
aplicarse sucesivamente. Requiere
conocer bien la fécnica de
la derivacion.
2.6. Aplicacion de Ila
derivada:
La derivada fiene muchas

aplicaciones en diferentes dreas de
las matemdticas y la fisica. Por
ejemplo, se utiliza para determinar la
velocidad y aceleracion
instantdnea en cinemdtica, para
encontrar los maximos y minimos de
una funcion en optimizacién, para
analizar la concavidad y puntos
criticos en andlisis de funciones, y
para calcular la tasa de cambio en
economia vy finanzas. La aplicacion
de la derivada es esencial en
muchas dreas de la ciencia y la
tecnologia.
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Aplicaciones de la derivada:
optimizacion en maximos y
minimo en problemas
relacionados con la
electromecanica

OPTIMIZACION

Optimizar algo significa maximizar o
minimizar uno de los aspectos como
puede ser el drea, el volumen, el
perimetro, la longitud, etc.

Procedimiento para resolver

problemas de optimizacion.

Leer el problema las veces que
sea necesario hasta que lo
enfiendan.
Hacer un dibujo que interprete la
situacion  planteada en el
problema.
Asignar simbolos y lefras a todas
las magnitudes que intervienen
Identificar la magnitud que se
desee optimizar (maximizar o
minimizar)
Escribir una ecuacidon primaria
para la magnitud que debe ser
optimizada.
Reducir la ecuaciéon primaria a
una ecuaciéon con solo una
variable independiente. Para lo
cual utilizar ecuaciones
secundarias.
Derivar la ecuacion anterior e
igualar a uno para determinar los
puntos criticos.
Analizar e
resultados.
Ejemplo:

interpretar  los

Problema

GUIA DE ESTUDIO

Se quiere construir una caja sin fapa
a partir de una hoja de cartén de
20x10cm. Para ello, se corta un
cuadrado de lado L en cada
esquina y se dobla la hoja
levantando los cuatro laterales de la
caja.

20cm

10cm
'_.

Determinar las dimensiones de la
caja para que su volumen sea
maximo si el lado L debe medir entre
2y 3 cm (25L<32<L<3).

Siaes el ancho de la caja, hes su
altura yppes su profundidad,
entonces su volumen es

V=a'h-p
20cm
L
_ L '
[J—]D-ZL 10em
--E.... e
a0

Al cortar los cuatro cuadrados de
lado LL, el ancho de la caja es

a=20-2L
La profundidad es
p=10—-2L

Por Ultimo, la altura coincide con el
lado del cuadrado recortado:
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h=1
Luego el volumen de la caja en
funcion de LL es (paso 1)
V(L)=(20—-2L)- (10 —-2L)-L =
= (200 — 40L — 20L + 41%) - L =
= (200 — 60L + 4L%) - L =
= 200L — 60L% + 413
Derivamos la funcién volumen (paso
2):

V'(L) =200 — 120L + 1217
lgualomos a 0 la derivada vy
resolvemos la ecuacidon para
encontrarlos puntos criticos (paso 3):

V'(L)=0 -

200 —120L + 1212 =0 -

L 15+ 5V3 _ {7.89
3 2.11

Situamos los puntos en larectareal y
estudiamos los signos en  los
intervalos (paso 4):

< @ i_r >
2.11 7.89
Escogemos los puntos x=1 del primer

intervalo, x=3 del segundo intervalo
y x=8 del tercero:

V'(L) = 200 — 120L + 1212

V'(1) =200 — 120 + 12 =

=92 =0
V'(3)=200—120-3+12-32 =
=-52<0
V'(8) =200 —-120-8+12-8% =
=8=10
“ o o/ =
2.11 7.89

Luego la funcidon es creciente en el
primer intervalo, decreciente en el
segundo y creciente en el tercero:

]—,2.11[ « creciente
12.11,7.89] <« decreciente
17.89, +oo[ « creciente

Pero el lado L debe medir entre 2 y
3, es decir, debe ser

L €[2,3]

Como en el intervalo [2.11,3] la
funcién es decreciente, el volumen
serd maximo para L=2.11cm.

Por tanto, las dimensiones de la caja
deben ser

a=20-2-211=

= 15.78cm
p=10-2-211=
= 5.78cm
h=211cm
Es decir, las dimensiones son 15.78 x
578 x 211 cm y su volumen
es 192.45cm?2.
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CUESTIONARIO UNIDAD 2
Pregunta 1: 3Qué es la derivada de una funcion en un punto?
e qa) La pendiente de la recta secante en ese punto.
e Db) La pendiente de la tangente a la grdfica de la funcidon en ese punto.
e ) Elvalor de la funcidon en ese punto.

Pregunta 2: ;Cudl es la derivada de f(x)=x32

e Q) 3x?
e b)2x2
e C)3x3

Pregunta 3: 3Qué regla se utiliza para derivar el producto de dos funciones?
e q) Regla del cociente
e Db) Regla de la cadena
e C) Regla del producto

Pregunta 4: ;Cudl es la derivada de la funcién f(x)=sin (x)2

e Q) cos(x)
e D) -sin(x)
e C)tan(x)

Pregunta 5: 3Qué representa la derivada de una funcidén en términos de
movimiento?

e d) La posicion
e Db) La velocidad
e C)La aceleracién
Pregunta é: ;Como se denota la derivada de f(x) con respecto a x2
o a) ['(x)
e b)Af

* 9 dr

Pregunta 7: 3Cudl es la derivada de f(x)=ex2
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* a)e
e b) zet 1

o o) ln(x)

Pregunta 8: 3 Qué significa que una funcién es continua en un punto?

a) La funcién no tiene derivadas en ese punto.

b) El limite de la funcidn en ese punto es igual al valor de la funcién.

c) La funcion tiene una pendiente constante.

Pregunta 9: Si f'(x)=0 en un intervalo, 3qué se puede concluir sobre la funcidn f(x)
en ese intervalo?

e a) Lafuncién es creciente.
e b) La funcién es constante.
e ) Lafuncion es decreciente.

Pregunta 10: 3Cudl es la derivada de f(x)=In(x)?2
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RESPUESTAS CORRECTAS
b

A A S R

0 T U O O U o O 2

©
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CAPITULO TRES
CALCULO INTEGRAL

Se aborda el cdlculo integral. El
cdlculo integral es una rama de las
matemdticas que se ocupa del
estudio de las dreas y volumenes. Se
explica la integral indefinida y se
analiza  cdémo  redlizarla por
sustitucion o por partes. La integral
indefinida es una herramienta
matemdtica que permite encontrar
una funcioén a partir de su derivada.
También se estudia la integral
definida y se exploran las diferentes

aplicaciones de la integral, como el
cdlculo de dreas y volumenes. La
integral definida es una herramienta
matemdtica que permite encontrar
el drea bajo una curva en un
intervalo especifico.

3.1. Integral
Indefinida

La integral indefinida es una
operacion inversa de la derivacion,
que permite encontrar,

%
1\ <
7O recnO™

&
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cuya derivada es igual a la funcion
dada. Se representa por el simbolo [
y se lee como 'integral de". La
integral indefinida no tiene limites de
infegracion, por lo que el resultado
es una familia de funciones que
difieren en una constante arbitraria.
La integral indefinida se utiliza para
resolver problemas de optimizacion,
cdlculo de dreas y volimenes, vy
andlisis de funciones.

Integrar

Integrar es el proceso reciproco de
derivar, es decir, dada una funcion

GUIA DE ESTUDIO

f(x), busca aquellas funciones F(x)
que al ser derivadas conducen a
f(x). Se dice, entonces, que F(x) es
una primitiva o antfiderivada de f(x);
dicho de ofro modo, las primitivas de
f(x) son las funciones derivables F(x)
tales que:

F'(x)=f(x)

Si una funcion f(x) tiene primitiva,
tiene infinitas primitivas,
diferencidndose todas ellas en una
constante.

[F(z)+C)' =F'(z) +0=F'(z) = f(z)

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Es el conjunto de las infinitas primitivas que puede tener una funcién.

o Serepresenta por.! f(;r')rf:ir'_

o Selee :integral de [ de x diferencial de .

e . eselsigno de integracion.

. flz) es el infegrando o funcién a integrar.
o x es diferencial de i, e indica cudl es la variable de la funcién que se

integra.

T . ., . s .
o ('eslaconstante de infegracion y puede tomar cualquier valor numérico

real.

e 5 F(T) esuna orimitiva de J/ (%) entonces: | f(z)dz = F(z) +C
e Para comprobar que la primitiva de una funcién es correcta basta con

derivar.

Constate de integracién

La constante de integracion es un
valor agregado al cdilculo de las
antiderivadas o integrales, sirve para
representar las  soluciones que

conforman la primitiva de una
funcion. Expresa una ambigUedad
inherente donde cualquier funcion
cuenta con un nUmero infinito de
primitivas.
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INTERPRETACION GEOMETRICA resulta una traslacion vertical de

valor C de la funcion F(x).
Si representamos la primitiva F(x), )

cada funcién de la forma F(x) + C

Fix) +C,

Flx) +C,

Fio) +Cy

Fiog+C,
Fix) + Cq

F{x)+C_

Fi)+C,

Propiedades de la integral indefinida

La integral de una suma (o resta) de funciones es igual a lasuma de las
integrales de esas funciones.

Laintegral del producto de una constante por una funcidn es igual a
la constante por la integral de la funcién.

[rr@ax=k [reac)

La derivada de la integral de una funcidén es igual a la funcion.

d
— [reax=re

Se suelen denominar integrales inmediatas a las que resultan evidentes por ser
el integrando la derivada de una funcidon conocida. Evidentemente_ng se
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Tipos |Integra| |Ejemplﬂs
Constante J'h. o = koo + C J5 e =B 4
Potencial
a+1
Simple ¥ o= R
P -'r a+
Potencia
) a+l
Compussta [F* £ dx= 3= -1
¥ a+1
Logaritmica
1
Simple r: dx = In Jx|
= Logaritmico
Compuesta [— d< =Inlf|
Exponencial
[ dx=g”
Simple .
[a* dx = = a0
’ Ina
Exponencial
rer fro=ef
Compuesta - af
rﬂ fradei=— a =0
* Ina

de un concepto matematico riguroso, simplemente se toma como inmediatas
las integrales bdsicas mdas habituales. Se asumird por tanto como integrales
conocidas o inmediatas a las siguientes:
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e
N

%,

3
// \ W
£

(5 u :
S

o

Q&L

%,

7

o

Tipos |Integra| Ejemplos
Seno
S|mp|e ICOS)’ fE = SenK
- Seno
Compuesta I-::oe f-1' de=senf
Coseno
Simple 'r'aem: de = — cosx
Coseno
Cﬂmpuegta Igen f-f'dx=—-0cos f
Tangente
[[1 +tg2,~{]| dw = tg %
Simple
|—=—dx=tgx
cost
Tangente
[[1+ta%F) F" dx=taf
Compuesta .
| == da=taf
Cost f
Cotangente
[[1+ cot ng:-d{ =— cotgx
Simple 1
|—-dx=- cotgx
SEMx
- Cotangente
[[1+ cotg®f) - f'dx = —cotq f
Compuesta .
| —; dx=-cotgf
senf
3.2. Integral por sustitucion
La integral por sustitucidon es una una expresibn compleja  que
técnica de integracién que consiste dificulta la integracién directa.
en reemplazar una parte de la .. 3
La técnica mdas general de

funcidbn por una nueva variable,
para simplificar la integracion. Esta
técnica se basa en la regla de la
cadena de la derivacién, y se utiliza
para integrar funciones compuestas.
La integral por sustitucion se aplica
cuando la funcién a integrar tiene

integracion es la de cambio de
variable, el fundamento de la misma
es el siguiente: Sea ® una funcion de
clase Cl1 y sea f una funcion
continua.

Sea x = O(t), entonces se verifica:

Pdgina | 26




GUIA DE ESTUDIO

ff(rll dr = [ f(®(t)) @' (t) dt

Es decir, es posible cambiar la alternativa. Si aparece en el
variable de integracién de esa infegrando como factor la derivada
manera. de una funcidn presente en el propio
intfegrando, a menudo es
En algunos casos se plantea el . . -
) . aconsejable realizar el siguiente
cambio de variable de una forma .
cambio:
’ : fle) =1t / .
) x)) dr = = i) di
[ r@str) { o } [ 50
No existen métodos generales que casos si es posible encontrar un
indiguen qué cambio de variable es cambio sencillo que nos convierta
el ideal para una integral una integral dada en una de las que
cualquiera, sin embargo, en muchos hemos considerado inmediatas.
Ejercicio 1:
[ dr
g 2r+3
El cambio es: 2x+3 =t
x =% (t-3)
Por lo tanto:
dr = %r.l'f.
dx 1 et 1 ! 1 . ,
_[E_r'+.'1_'_7_ 7= §Iu|r|+f. —Elni_r'—."5|+f.
Ejercicio 2:

2. _
El cambioes: * T 1=t
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Por lo tanto:

zdr = _-Effl’ :

1 da‘_
2]t

3.3. Integral

partes

por

La integral por partes es una técnica
de integracion que permite
descomponer una funcidén en dos
partes, para facilitar su integracion.
Esta técnica se basa en la regla del
producto de la derivaciéon, y se
utiliza para integrar funciones que
tienen una expresidn algebraica y

d(f(z)g(z)) = (f(z)g(z)) dx

Tradicionalmente se escribe u y v
para denotar las dos funciones, de
manera que la férmula  de
infegracién por partes aparece
habitualmente escrita en la forma:

/udf' = uy —[r'rhr

Donde se ha obviado la constante
aditiva, ademds de despejarse una
de las integrales en funcién de la
otra, para poner de manifiesto la
utiidad del método. Se trata de
convertir una integral dada (que
identificamos con | udv) en una
funcion conocida (el término uv)
menos una nueva integral (J vdu),
con la esperanza de que esta

1 T
3 In|t| +C =

bt | =

GUIA DE ESTUDIO

lnjzZ+1) +C

otra exponencial o frigonométrica.
La integral por partes se aplica
cuando la funcidn a integrar tiene
una esfructura compleja que
dificulta la infegracién directa.

El método de integracion por partes
estd basado en la regla de
derivacién de un producto de dos
funciones es derivable. En forma
diferencial:

= f'(x)g(z)dz + f(z)g'(z)dx

segunda resulte mds facil de resolver
que la original. Evidentemente la
aplicacién exitosa del método
requiere ademds saber derivar la
funcion que se identifica como u e
infegrar la que se foma como
derivada de v.

I = [.e' " dr

Realizar las siguientes
identificaciones:
de = e*dr, u = z.
S tendrd de esta manera:
du = dry v=e*+C.
En este punto es interesante

comentar que se puede
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una funcién primitiva cualquiera
para especificar v, es decir la
formula de integracion por partes se
verificard para cualquier valor de C,

- dy = e dr; v=e"
= ,/\J.f- o { U =T du = dr }

3.4. Integral
definida

La integral definida es una
operacion matemdatica que permite
calcular el drea bajo una curva
entre dos puntos dados. Se
representa por el simbolo | y se lee
como ‘"integral de a hasta b". La
integral definida fiene limites de
integracién, que indican los puntos
entre los cuales se desea calcular el
drea. La integral definida se utiliza
para calcular dreas, volumenes,
trabajo y energia en fisica, vy
probabilidades en estadistica.

Dada una funcién f(x) y un intervalo
[a,b], la integral definida es igual al
drea limitada entre la grafica de f(x),
el eje de abscisas, y las rectas
verticalesx=ayx=Db.

La integral definida se representa
por simbolo integral definida:

[ e ar

e [ eselsigno de integracion.

GUIA DE ESTUDIO

por simplicidad tomaremos

entonces C =0, y por tanto: v =¢"

= f':.e'—[rzr.r_i"—E'J..e'—f'r—('—e![_r'—l‘.l+l[-.1

a limite inferior de la

integracion.

e b limite superior de la
integracion.

e f(x) eselintegrando o funcion
a integrar.

e dxesdiferencialde x, e indica
cudl es la variable de la
funcién que se integra.

Propiedades de la integral definida

El valor de lo integral
definida cambia de signo si se
permutan los limites de integracion.

-Ab flz)de = — -/: flx) dx

Si los limites que integracion
coinciden, la intfegral
definida vale cero.

[ s an—o

Sicces un punfo interior del

intervalo [”"- h], la intfegral

definida se descompone como una
suma de dos integrales extendidas a

los intervalos [ﬂ"- "'] y [""- h].
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_Lb flx) de = [ flx)dr + [b F(x) dx

La integral definida de una suma de funciones es igual a la suma de integrales -

/“ (@) + g(a)] do = [ o)+ [ olz) da

) (L

La integral del producto de una
constante por una funcién esigual a
la constante por la integral de la
funcion.

_Kﬁ k-flx)=Fk- -Kb f(x) dx

Ejercicios:

o 2+ z)da
Usamos las formulas definidas para
integrar la funcion (2+x) :

3.5. Aplicaciones
de la integral

La integral tiene muchas
aplicaciones en diferentes dreas de
las matemdticas y la fisica. Por
ejemplo, se utiliza para calcular
dreas y volimenes en geometria,
para determinar la tasa de cambio
en economia vy finanzas, para
calcular el trabajo y la energia en
fisica, para analizar la distribucion de

Ahora , lo siguiente es evaluar esa
funcidon en los puntos 0 y 2:

200)+ 92 —p4+0=0

22)+ & —44+2=6

Ahora, al del extremo mayor, le
restamos el del extiremo menor del
intervalo.

6—-0=6

La intfegral definida en ese intervalo
es 6. Lo que quiere decir que el drea
bajo la curva de esa ecuacion en
tan solo ese intervalo es de 6
unidades.

probabilidades en estadistica, vy
para modelar sistemas dindmicos en
ingenieria. La aplicacion de la
infegral es esencial en muchas areas
de la ciencia y la tecnologia.

Aplicaciones del cdlculo integral en
problemas relacionados con la
electromecanica

Cuando se presentan circuitos de
corriente alterna en el dominio del
fiempo se pueden calcular los
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pardmetros del circuito aplicando el pardmetros obedecen a las
cdlculo infinitesimal ya que estos siguientes ecuaciones.
Dispositivo Voltaje Corriente
Resistencia D (I) — Ri(f} - U (I)
(1) =—+
R
Bobina oy — 7.9t 1
(1) = L— .
’ dt I(f) =— /Udt
_ L
Capacitor 1 d
_ : ) U
U(I)—;/ldl‘ f(r)zcd
[

Ejemplos:

A los terminales de una bobina con coeficiente de autoinduccion L = 4 H se
inyecta una fension v(t) = 150sen(wt). Hallar la corriente que circula por el
inductor y la potencia que disipa.

La corriente que circula por una bobina estd dada por:

1 1 600
i(t) = I f vdt — i(t) = I/lﬁ[]ﬁﬁﬂ{u:f}dt — ift) = —ZTE.T.JS{H.T} +

p(t) = [150sen(wt)dt] [— @ﬁm{n:f) +C

w

90000
w
A un capacitor puro de capacitancia 2F se le aplica una tension:

plt) = 150Ccos(wt) —

sen(wt)cos(wt)

v(t) = 24sen(wt + 1), hallar la corriente i(f) que circula por el elemento, la
potencia p(t) que disipa y la carga almacenada q(t).
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du
i(t) = C‘d—; 5 i(t) = 48weos(wt + )

p(t) = [48weos(wt 4 m)] [24sen(wt + 7)) — p(t) = 1152weos(wt+7)sen(wt+)

q(t) = Cu(t) — q(t) = 2[24sen(wt + )] — q(t) = 48sen(wt + )
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CUESTIONARIO UNIDAD 3
Pregunta 1: 3Qué es una integral definida?
e a) Lasuma de los valores de una funcién en un intervalo.
e D) El drea bajo la curva de una funcidn en un intervalo especifico.
e ) Elvalor de la funcidn en un punto especifico.

Pregunta 2: ;Cudl es la notacidn comun para la integral de una funcién f(x)2
o a) [ f(z)de
* b)) flx)

« 9Af(z)

Pregunta 3: 3 Qué representa el teorema fundamental del cdiculo?
e a) Larelacion entre derivadas e integrales.
e D) Larelacion entre limites y continuidad.
e ) Larelacion entre funciones y sus graficos.

Pregunta 4: ;Cudl es la integral indefinida de f(x)=3x22

e az’+C
e bzt
e () :;.1" +C

Pregunta 5: 3 Qué significa el simbolo CCC en una integral indefinida?
e q) El valor constante de la funcion.
e Db) La constante de integracion.

e ) La variable de integracion.

Pregunta é: 3Cudl es el resultado de la integral definida f13(2x) dx ¢

e Q)4
e b)8
e C)12

Pregunta 7: 3Cudl es la integral de f(x)=sin(x) 2
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e Q) —cos(x)+C
e Db)cos(x)+C
e C)sin(x)+C

Pregunta 8: 3Qué técnica se utiliza para integrar funciones del tipo f(g(x)) *
g'(x)dx?

e q) Integracién por partes
e D) Sustitucion
e ) Fracciones parciales

Pregunta 9: 3Cudl es el drea bajo la curva de f(x)=x desde x=0 hasta x=22

e q)l
e b)2
e C)4

Pregunta 10: 3Cudl es la integral de f(x)=ex?
e a)e” +C
e b)In(z)+C

e Que’ +
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RESPUESTAS CORRECTAS

—_

(Resultado: 444)

O T O O O T

b
c (Area: 222)
10. @

0O N oA W N
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